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Meine sehr verehrten Damen und Herren!

Die Begegnung mit der Mathematik, die fiir viele, sei es in
der Schule, sonstiger Ausbildung oder im Beruf, unausweich-
lich ist, scheint bei den Betroffenen einen nachhaltigen Ein-
druck zu hinterlassen, der sich nicht selten in einer ebenso
dauerhaften wie unverhohlenen Abneigung oder Zuneigung
zu dieser Wissenschaft duflert. Es ist, als ob die , Ars Mathe-
matica®, deren Schonheit bei den einen Bewunderung und
Begeisterung hervorruft, wihrend sie von anderen als recht
herb und spréde empfunden wird, keine Lauheit duldet,
sondern jeden, der sich ihr nahert, zu einer klaren Entschei-
dung ,fiir oder wider“ herausfordert. Jedenfalls wird eine
solche Deutung nahegelegt durch die zahlreichen, oft recht
gefithlsbetonten Ausspriiche und Zeugnisse bedeutender
Geister iiber ihre Erfahrungen mit unserer Wissenschaft. Die
Auflerungen dariiber reichen von der Ansicht, dafl ,die
Mathematiker mit dem Teufel im Bunde seien® — so der
Kirchenvater Aucustinus!) — bis zu den begeistertsten
Lobspriichen etwa bei dem Dichter Novavis, der die Mathe-

) Im Original heifit es: ,Quapropter bono christiano sive mathematici sive
quilibet inpie divinantium, maxime dicentes vera, cavendi sunt, ne consortio
daemoniorum animam deceptam pacto quodam societatis inretiant.”
Aurelius Augustinus (345—430), De genesi ad litteram. Die angegebene
Stelle findet sich z. B. in ,Corpus scriptorum ecclesiastorum latinorum®,
Vol. XVIII, pars 1, S. 61, 26—63, 3. Allerdings hat an dieser Stelle das
Wort ,mathematici® nicht denselben Sinn wie heute das Wort ,Mathema-
tiker®, sondern es sind darunter (dem damaligen Sprachgebrauch entspre-
chend) Astrologen gemeint. An anderer Stelle duflert sich Augustinus durch-
aus anerkennend iiber die Mathematik als Wissenschaft. S. hierzu: ,De doc-
trina christiana®, I1. 38, 56 und ,Epistula®, 55, 7, 12 -8, 15 (CSEL XXXIV
S. 182, 11f.) — Den Hinweis auf diese Bedeutung des (oft miflverstande-
nen) obigen Ausspruchs verdanke ich meinem hiesigen Kollegen Professor
Dr. theol. B. Lobse.



matik als ,,das hochste Leben®, ,,das Leben der Gotter und
die Mathematiker als ,die einzig Gliicdklichen® pries?). Es
kann schon Verwunderung erregen, dafl eine Wissenschaft,
die doch im allgemeinen als trocken und niichtern angesehen
wird, so kriftige Gemiitsbewegungen auszulsen vermag.
Aber sogar die Mathematiker selbst sind nicht frei von zwie-
spiltigen Empfindungen beim Ringen mit den Problemen
ihrer Wissenschaft. Kein Geringerer als Jacosr hat als
Zwanzigjihriger in einem Briefe geschrieben:
»Es 1st eine saure Arbeit, die ich getan habe, und eine
saure Arbeit, in der ich begriffen bin. Nicht Fleiff und
Gedichtnis sind es, die hier zum Ziele fithren; sie sind
hier die untergeordneten Diener des sich bewegenden rei-
nen Gedankens. Aber hartnickiges, hirnzersprengendes
Nachdenken erheischt mehr Kraft als der andauernde
Fleifl. Wenn ich daher durch stete Ubung dieses Nach-
denkens einige Kraft darin gewonnen habe, so glaube
man nicht, es sei mir leicht geworden, durch irgendeine
gliickliche Naturgabe etwa. Saure, saure Arbeit hab’ ich
zu bestehen, und die A n g st des Nachdenkens hat oft
méchtig an meiner Gesundheit geriittelt.“3)
Gar manchem werden diese Gestindnisse eines so bedeu-
tenden Mathematikers ein grofler Trost sein; denn viele
mogen dhnliches gespiirt haben, wie beispielsweise jener,
der riickschauend sagte: Er habe in der Mathematikstunde
der Schule oft das Gefiihl gehabt, dafl ihm, nachdem er ge-
rade laufen gelernt, die Aufgabe gestellt wiirde, einen hohen
Berg zu ersteigen. Das damit angezogene Gleichnis ver-
lockt mich zu weiterer Ausfiihrung.

%) Nowalis (Friedrich von Hardenberg, 1772—1801), Mathematische Fragmente,
s. etwa Bd. 3, 8. 381, der von E. Wasmuth herausgegebenen Werke (Berlin

1943).
3) C. G. J. Jacobi (1804—1851), Gesammelte Werke, Bd. 1, S. 23, Berlin 1881

(Die Hervorhebung im Zitat stammt nicht von Jacobi)



Es gibt ja eine ganze Reihe von Wissenschaften — ich denke
zum Beispiel an die Archiologie oder die Kunstgeschichte,
an manche anschaulichen Gebiete der Naturwissenschaften,
etwa der Astronomie —, bei denen der Laie keine beson-
deren Schwierigkeiten empfindet, mit ihren Ergebnissen
bekannt zu werden. Ja, vielen bereitet dies ein ebenso gro-
fes Vergniigen wie das Durchwandern eines schonen Gar-
tens, in dem man heute hier und morgen da die schonste
Bliitenpracht bewundern kann und manche seiner Friichte
mithelos genieflen darf. Nicht so jedoch in der Mathematik!
Das Vordringen in ithre Gebiete ist viel eher der Anstren-
gung des Bergsteigers vergleichbar. Mithsam erklimmt er
Fels um Fels, und hat er sich dann endlich um einen be-
schwerlichen Felsvorsprung hinaufgeschwungen in der
Hoffnung, nun oben zu sein, so steht er vor einem neuen
Massiv mit neuen Schwierigkeiten und Miihsalen. Da er-
matten viele! Aber andererseits entspricht, so scheint mir,
die Befriedigung und Begeisterung, die den Alpinisten er-
fiillt, wenn ihm eine schwierige Besteigung gelungen ist,
ebenso gut dem Gefiihl des Mathematikers, der sich auf die
Hohen einer neuen mathematischen Theorie heraufgearbei-
tet hat. Hier wie dort offenbaren sich auf den erklommenen
Gipfeln unerahnte weite Ausblicke und tiefe Einsichten in
erhabener ,Einsamkeit und Freiheit®, Erlebnisse, die wohl
zu den schonsten gehoren, die einem Menschen geschenkt
werden konnen.

Seit Jacosis Zeiten hat sich die Situation der Mathematik
freilich erheblich geindert, und ihre Bewiltigung ist eher
noch schwieriger geworden. Es ist keineswegs so, wie Laien
— wahrscheinlich wegen des hohen Alters unserer Wissen-
schaft — oft glauben, daf es in der Mathematik keine we-
sentlich neuen Dinge mehr zu entdecken gebe. Weit gefehlt!
Ein Blick in die jiingere und juingste Geschichte wird uns

7



sogleich eines Besseren belehren. Nachdem die Renaissance
die Mathematik der Griechen wie iiberhaupt die hellenisti-
sche Kultur aus threm mehr als tausendjdhrigen Dornros-
chenschlaf geweckt hatte, begannen sich nach den ersten
Zeiten des Kennenlernens, des Ubernehmens und der Neu-
begriindung bald kriftige Impulse zu regen, in neue Be-
reiche vorzustoflen, die Bewiltigung neuer Probleme in
Angriff zu nehmen, zu welcher die iiberlieferten Kenntnisse
und Verfahren nicht ausreichten. Teils der eigenstindigen
Thematik folgend, teils Hand in Hand mit den Problem-
stellungen in der Physik, damals hauptsichlich der Mecha-
nik, wurden neue Methoden entwickelt, neue Wege gefun-
den und die Tore gedffnet zu neuen Gefilden der Mathe-
matik. So wurde die Analytische Geometrie begriindet, die
Zahlentheorie machte ihre ersten Schritte, die Algebra griff
zum ersten Mal iiber die linearen und quadratischen Glei-
chungen wesentlich hinaus, Aufgaben aus der sogenannten
»Analysis des Unendlichen“ kommen in Mode und werden
mit eigens dafiir entwickelten speziellen Methoden, bzw.
Rezepten, gelost?). Schliefilich inden alle diese Anstrengun-
gen und Leistungen ihre sichtbarste und imponierendste
Kronung in der Schépfung der Differential- und Integral-
rechnung durch NewronN und Leisniz.

Die letztere stellte nun ihrerseits neue durchschlagende und
weitreichende Hilfsmittel zur Bearbeitung und LoOsung
mathematischer und physikalischer Probleme zur Verfii-
gung und leitete damit eine Periode stetigen, zeitweise stiir-
mischen Fortschreitens und Entdeckens ein, die iiber zwei-
hundert Jahre hinweg bis in unsere Zeit anhielt. Es wire
aber falsch, diese grofartige Entwicklung, an der alle jene
Gebiete der mathematischen Analysis, welche wir heute

4) Wer sich iiber diese Entwicklung, die im Wesentlichen ins 16. und 17. Jahrh.
fallt, niher informieren will, sei etwa auf O. Becker und J. E. Hofmann,
Geschichte der Mathematik, verwiesen (Bonn 1951, S, 153 4.),



schon als klassisch empfinden, Anteil hatten, allein der
Fruchtbarkeit der infinitesimalen Methoden zuzuschreiben.
Denn bald wurden daneben weitere Antriebskrifte wirk-
sam, die allmihlich wuchsen und schliefilich zu so kraftvol-
ler Ausbildung gelangten, dafl sie zu neuen Methoden und
Denkweisen und in deren Folge zu einer neuen Bliitezeit
der Mathematik fiihrten, in der wir noch mittendrin stehen
und deren Auswirkungen noch keineswegs abzusehen, ge-
schweige denn abgeschlossen sind.

Der Beginn dieser neuen Auffassungen und Gedankenginge
ist sicher nicht genau datierbar, und ihre Anfinge liegen
vielleicht weiter zuriick, als wir im stolzen Bewufitsein der
Leistungen unserer Zeit anzunehmen geneigt wiren. Je-
doch kann man eine erste deutliche Ausprigung von zu-
kunftstrachtigen Ideen der fraglichen Art bereits in man-
chen mathematischen Themen und Theorien finden, die in
der ersten Hilfte des vorigen Jahrhunderts in Erscheinung
traten.

Was ich meine, soll sogleich durch einige einfache Beispiele
erklirt werden, von denen ich hoffe, dafl sie auch dem
Laien, wenn er nur etwas Sinn fiir mathematische Denk-
weisen besitzt, einiges sagen konnen. Als erstes Beispiel
wihle ich die Projektive Geometrie, deren Geburtsstunde
wir noch vor das Jahr 1822 ansetzen diirfen; denn in die-
sem Jahre erschien bereits PONCELET’s berithmtes Werk
»Traité des propriétés projectives des figures“s).

Manchem von Thnen ist es vielleicht schon widerfahren (so
mir selbst), dafl eines seiner Kinder aus der Schule mit der
je nach Temperament bekiimmerten oder entriisteten Frage
nach Hause gekommen ist, was es denn heifien solle, daf
zwei parallele Geraden sich im unendlich Fernen schneiden;

5) Paris 1822; J. V. Poncelet lebte von 1788—1867.



das sei doch offenbar unrichtig, wenn nicht gar unsinnig;
denn diese trifen sich doch eben nie, was ja sogar ein paar
Jahre frither, nimlich bei der Behandlung der gewohnli-
chen, d. h. euklidischen Geometrie ausdriicklich gelehrt
worden sei. Was soll darauf der also angesprochene Vater
erwidern? Nun, er diirfte unbedenklich sagen: Mein Kind,
Du hast insofern recht, als sich parallele Geraden ebenso-
wenig nach unserer Wahrnehmung wie nach unserer Vor-
stellung jemals schneiden; die Mathematiker haben aber
gute Griinde, die sogenannten unendlich fernen Schnitt-
punkte paralleler Geraden als reine Gedankengebilde ein-
zufithren. Das soll heiffen: Diese unendlich fernen Punkte
sind natiirlich nicht gefunden worden, weil sie etwa wirk-
lich da wiren, sondern sie sind er funden worden, weil sie
eben nicht da sind, aber nichtsdestoweniger mit groflem
Nutzen gebraucht werden konnen. Sie sind reine Gedan-
kendinge, die (in der Ebene noch erginzt durch eine ,un-
endlich ferne® Gerade und in der riumlichen Geometrie
durch ,unendlich ferne® Geraden und eine ebensolche Ebe-
ne) dem Zwecke dienen, diejenigen Eigenschaften geome-
trischer Figuren, welche wir die projektiven nennen, in
tiberraschend einfacher und harmonischer Weise zu gewin-
nen und zusammenzufassen. Viele geometrischen Sachver-
halte, die ohne diese Betrachtungsweise in zahlreiche Einzel-
fille mit ldstigen Besonderheiten aufsplittern, erweisen sich
in der projektiven Behandlung (d. h. unter Hinzuziehung
jener erdachten Raumelemente) als Sonderfille von Aus-
sagen, die sich damit viel kiirzer und einfacher ausspre-
chen und nach einheitlichen Gesichtspunkten herleiten las-
sen. |

Die projektive Geometrie ist in der Tat ein einzigartiges
Beispiel fiir die Schonheit und Kraft des reinen Gedankens,
Eigenschaften, mit denen sie auch sofort die bedeutenden
Geometer jener Zeit an sich zog, die ihr mit Begeisterung
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huldigten und fiir ihr rasches Aufblithen und Gedeihen
sorgten.

Aber nicht nur wegen ihrer reizvollen Erscheinung ist uns
die projektive Geometrie ein willkommenes Beispiel, son-
dern vor allem auch deswegen, weil in ihr eben einige
Grundgedanken liegen, die sich spiter als besonders ent-
wicklungsfihig erwiesen, Grundgedanken iibrigens, welche
auch in anderen mathematischen Theorien fast gleichzeitig
auftauchten. Deswegen wird es, ehe wir diese Gedankengin-
ge weiter verfolgen, lehrreich sein, noch ein anderes Bei-
spiel heranzuziehen, und zwar das der komplexen Zablen.
Ich hoffe, daR viele von IThnen noch eine, wenn auch schwa-
che Erinnerung an das Rechnen mit komplexen Zahlen, das
ja seit einiger Zeit auch schon auf der Schule geiibt wird,
haben. Es kommt uns zunichst wieder darauf an, eine
brauchbare Antwort darauf zu finden, was die komplexen
Zahlen eigentlich sind. Leider stehen auch heute noch in
manchen Schulbiichern etwas wirre oder zumindest ver-
wirrende Ansichten dariiber. Als Entschuldigung dafiir
kann man vielleicht anfithren, daf} ein Riickblick in die
Geschichte zeigt, wie schwer sogar den Fachleuten lange
Zeit hindurch eine befriedigende Fassung dieser Konzep-
tion fiel.

Dabei hatten sich die komplexen Zahlen frithzeitig gerade-
zu von selbst den Mathematikern aufgedringt. Denn schon
im 16. Jahrhundert wurden sie von jenen italienischen Alge-
braikern, denen kurz zuvor die Auflosung der algebrai-
schen Gleichung 3. und 4. Grades gelungen war, eingefithrt
und im wesentlichen richtig gebraucht, so in einem Lehr-
buch der Algebra vom Jahre 1572, herausgegeben von
RAFAEL BoMBeLLI®). Aber wihrend die einen die komple-
xen Zahlen unbedenklich und mit Geschick benutzten, un-

8) R. Bombelli (16. Jahrhundert), L’Algebra, Bologna 1572, Titelauflage erst
1579.
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terliefen anderen, ja sogar EULER, Widerspriiche?), was schon
darauf hindeutet, daf ihr Begriff noch lange Zeit unklar
und unscharf war; wieder andere empfanden bei ihrem Ge-
brauch ein so grofles Unbehagen, dafl sie sie ablehnten.
Vielleicht kam diese Abneigung auch davon, dafl man mit
dem Namen ,,Zahl“ zwangsliufig die Vorstellung verband,
daf sie zum Zihlen oder Messen dienen miifite; aber gerade
dafiir fand man die komplexen Zahlen nicht tauglich. Selbst
bei LEiBN1Z, der sie an sich begeistert akzeptierte und wohl
zu gebrauchen wufite, wird der Zweifel der Zeitgenos-
sen noch spiirbar, wenn er die ,imaginiren Wurzeln eine
feine und wunderbare Zuflucht des Geistes, beinahe ein
Zwitterwesen zwischen Sein und Nichtsein® nennt8).

Es ist erstaunlich, dafl die komplexen Zahlen trotz ihrer
frithzeitigen Entdeckung erst mit Beginn des vorigen Jahr-
hunderts endgiiltig Hausrecht in der Mathematik erhielten,
und zwar in erster Linie durch die Autoritdt des groflen
Gauss,der ithnen eine anschauliche geometrische Deutung zu
geben wufite und immer wieder nachdriicklich fiir sie ein-

7y L. Euler (1707—1783) iiberschreibt in seiner ,Vollstindigen Anleitung
zur Algebra® das Kapitel 13 ,Von den ohnméglichen oder imaginiren
Zahlen® und duflert dort in § 144: ,Von diesen behauptet man also mit
allem Recht, daf sie weder grofler noch kleiner sind als nichts, und auch
nicht einmahl nichts selbsten, als aus welchem Grunde sie folglich fiir ohn-
mdglich gehalten werden miissen.” In § 146 setzt er gemif seiner Definition
imaginirer Zahlen V53 Vo3 = - 3, in § 148 benutzt er die Regel
Va-Vh=Va- b, um danach Vo1 Vo4 = V4 = 2 zu errechnen.
Dennoch hat auch Euler bei seinen Untersuchungen iuflerst gewandt und
erfolgreich mit komplexen Zahlen gerechnet.

(Die zitierten Stellen findet man in: Leonardi Euleri Opera omnia, Leipzig
und Berlin 1911, Opera mathematica, Vol. I, S. 55 und 56.)

8) G. W. Leibniz (1646—1716); Opera omnia III, ed. L. Dutens, Genf 1768,
S. 378. Dort heifit es: , Verum enim vero; tenacior est varietatis suae pulche-
rimae Natura rerum, aeternarum varietatum parens, vel potius Divina
Mens, quam ut omnia sub unum genus compingi patiatur. Itaqueelegans
et mirabile effugium reperit in illo Analyseos miraculo, idealis
mundi monstro, pene inter Ens et non-Ens Amphibio,
quod radicem imaginariam appellamus. (Bei Leibniz keine Hervorhe-
bungen.)
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trat?). Man spricht deswegen seitdem von der Gesamtheit
der komplexen Zahlen als der Gaussschen Zahlenebene,
wobei nicht aufler acht gelassen werden soll, daf} gleichzei-
tig einige andere Mathematiker, die aber den Fortgang der
Sache kaum beeinfluften, die gleichen Vorstellungen ent-
wickelt hatten!?).

Lassen Sie uns noch einen Augenblick bei dieser geometri-
schen Darstellung verweilen. Die komplexen Zahlen er-
scheinen dabei als die Punkte einer Ebene und demgemaf}
die mit ihnen auszufilhrenden Rechenoperationen wie Ad-
dition, Multiplikation usw. als wohlbestimmte geometri-
sche Konstruktionen. In diesem Gewande sind die komple-
xen Zahlen sozusagen sichtbar gemacht, die mit ihnen
vorzunehmenden Rechnungen visuell kontrollierbar
geworden. Es scheint, daf$ sie durch diese Versinnlichung ihr
undurchsichtiges ,imaginires“ Wesen, das viele abschreckte,
verloren und in der konkreten Gestalt an Vertrauenswiir-
digkeit auflerordentlich gewannen.

Denn mit dieser geometrischen Interpretation war der Bann
gebrochen, und nach einem runden Vierteljahrtausend des
Zogerns und Zweifelns an den komplexen Zahlen begann
thr damals ungeahnter Siegeszug. Auf dem nun sicher ge-
griindeten Boden erwuchsen vor allem die groflen Entdek-
kungen der komplexen Funktionentheorie mit fruchtbarer
Ausstrahlung auf die meisten anderen Gebiete der Mathe-
matik, zum Beispiel der Zahlentheorie, alles in allem ein
mitreiflendes Vorwirtsstlirmen, das dann in unserem Jahr-

9 C. F. Gaufl (1777—1855) Theoria residuorum biquadratorum. Commentatio
secunda, Gottingen 1831. Siche Werke Bd. I1, Géttingen 1876, Arr. 31f.,
insbesondere Art. 38 (Seite 102 bzw. 109 der zit. Ausgabe). Diese Abhand-
lung hat bahnbrechend gewirkt.

10ySo C. Wessel (1745—1818) in ,,Om direktionens. analytiske Betegning®
(am 10. 3. 1797 der Din. Kgl. Akademie der Wissenschaften vorgelegt)
Danske Selsk. Skr, N. Sammlung V, 1799 und J. R. Argand (1768—1822)
in ,Essai sur une maniére de représenter des quantités imaginaires®, Paris
1806. .
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hundert einem ruhigen Auslauf zuzustreben schien, bis diese
Entwicklung in allerletzter Zeit wieder im Zusammenwir-
ken mit neuen geometrischen, nimlich topologischen Er-
kenntnissen in der Funktionentheorie mehrerer Veridn-
derlichen erneute Triumphe feierte.

Aber zuriick zur Kernfrage! Was sind denn nun eigentlich
diese einerseits so geheimnisvollen, andererseits so reicher
Entfaltung fdhigen mathematischen Gebilde? Lassen Sie
uns Gauss befragen, der dariiber seine Meinung folgender-
maflen kundgetan hat!t):
»Der Mathematiker abstrahiert ginzlich von der Beschaf-
fenheit der Gegenstande und dem Inhalt ihrer Relatio-
nen; er hat es bloff mit der Abzihlung und Vergleichung
der Relationen unter sich zu tun: insofern ist er ebenso,
wie er den durch +1 und —1 bezeichneten Relationen,
an sich betrachtet, Gleichartigkeit beilegt, solche auf alle
vier Elemente +1,—1, +1iund —i zu erstrecken befugt.®
Achten Sie bitte bei dieser Auflerung besonders auf den er-
sten Satz. Obwohl Gauss doch selbst den komplexen Zah-
len erst durch eine eindrucksvolle Konkretisierung zum
Durchbruch verholfen hatte, ist ihm beim Blick auf das We-
sentliche ganz klar, daf} es auf diese konkrete Gestalt gar
nicht ankommt, sondern eben auf etwas ganz anderes.
Es ist ja tatsichlich auch gar nicht die einzige Gestalt, in der
uns die komplexen Zahlen entgegentreten. Sie konnen auch
rein algebraisch auf verschiedene Arten dargestellt werden.
Zum Beispiel lassen sie sich, fiir den Laien vielleicht sonder-
bar, aber in Wahrheit wiederum recht charakteristisch fiir
die Denkweisen der modernen Mathematik, als gewisse
Teilmengen, Restklassen genannt, in einem iiber den reellen
Zahlen konstruierbaren sogenannten Polynombereich er-
kldren. Dabei entspricht dann jeder einzelnen komplexen

11y Gauf, Anzeige zur Theoria residuorum biquadratorum, a. a. O., S. 176.
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Zahl eine Menge von Dingen, eben von Polynomen, und
die Rechenoperationen werden durch gewisse Verkniipfun-
gen dieser Mengen dargestellt. Auf diese Weise nehmen die
komplexen Zahlen natiirlich ein ganz anderes Aussehen an,
das {ibrigens in der Weiterentwicklung auch seine Bedeu-
tung hatte.

Jetzt ist der Punkt gekommen, wo wir den Blick noch ein-
mal zuriicklenken sollten auf die projektive Geometrie.
Auch diese ist nimlich verschiedener Einkleidungen fihig.
Um das zu erkennen, wollen wir uns eines anderen fiir die
moderne Mathematik kennzeichnenden Prinzips bedienen,
nimlich des der isomorphen Abbildung. Erschrecken Sie
bitte nicht, ich will es so einfach wie moglich beschreiben.
Sie wissen alle, was eine photographische Abbildung ist.
Diese bannt einen gewissen Ausschnitt des Raumes auf die
Platte oder den Film, also auf eine Ebene. So betrachtet, ist
das jedoch schon deswegen keine isomorphe Abbildung,
weil von raumlichen Objekten, welche, von der Linse aus
gesehen, hintereinander liegen, nur das nichste, vorderste
auf der Platte sichtbar wird. Wenn man jedoch ein ebenes
Flichenstiick, etwa ein an der Wand hidngendes Bild photo-
graphiert, so entsteht von diesem ein getreues Abbild, das
als isomorph bezeichnet werden kann. Das gleiche gilt von
riaumlichenModellen, wie sie manchmal von Neubau-
komplexen, Stadtteilen usw. angefertigt werden. Aller-
dings ist der mathematische Begriff ,,isomorph® verschiede-
ner Beziehungen fihig, die in jedem Einzelfall genau prizi-
siert werden miissen und die durch die eben gegebenen An-
deutungen noch keineswegs erfafit sind!

Aber es kommt noch etwas anderes hinzu. Bei der Photo-
graphie werden sichtbar Punkte in Punkte, Geraden in Ge-
raden usw., also jedes Objekt in ein gleichartiges abgebildet.
Das braucht bei einer im mathematischen Sinn isomorphen
Abbildung keineswegs so zu sein. Es konnen vielmehr Men-
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gen aus ganz verschiedenartigen Objekten aufeinan-
der isomorph abbildbar sein. Das gerade ist fiir die folgende
Betrachtung von besonderer Wichtigkeit.

Hierfiir soll uns die projektive Geometrie erneut als Bei-
spiel dienen. Sie 1aflt sich ndmlich einschliefilich ihrer soge-
nannten unendlich fernen Elemente isomorph auf einen Be-
reich geometrischer Objekte abbilden, den man sich ganz
im Endlichen, Erreichbaren vorstellen kann. Ich will das
nur fiir den Fall einer projektiven Ebene beschreiben.
Denken Sie sich einen Punkt im Raume fixiert und durch
ihn alle Geraden und Ebenen gelegt. Die Gesamtheit dieser
Geraden und Ebenen durch einen Punkt nennt der Mathe-
matiker ein Biindel; solange er damit arbeitet und seine
Aussagen darauf beschrinkt, spricht er von der Geometrie
im Biindel. Das sieht nun zunichst ganz anders aus als die
projektive Ebene. Und doch ist es dasselbe. Um aber die
projektive Ebene in der Gestalt des Biindels wiederzu-
erkennen, miissen Sie einen kithnen Gedankensprung wa-
gen. Sie miissen erst die Namen der Dinge dndern. Die
Geraden des betrachteten Biindels sollen fortan ,Punkte®
heiflen, die Ebenen hingegen den Namen ,,Geraden® er-
halten. Thre Vorstellung davon sollen Sie aber nicht n-
dern, einerseits weil wir diese Vorstellung sogleich noch
brauchen, andererseits weil Sie erkennen sollen, dafl es auf
diese Vorstellung gar nicht ankommt. Denn wir benutzen
die alte Vorstellung noch zur Erklirung des Zusammen-
fallens oder der Inzidenz, wie man mathematisch sagt, von
unseren neuen Punkten und Geraden. Wir setzen nimlich
fest: Einer unserer neuen ,Punkte®, der in Wirklichkeit
eine Gerade des Biindels ist, soll mit einer unserer neuen
»,Geraden®, die in Wirklichkeit eine Ebene des Biindels ist,
zusammenfallen oder inzidieren, wenn die bewufite Gerade
des Biindels in die bezogene Ebene hineinfillt. In dieser
neuen Nomenklatur stellt nun unser Biindel nichts anderes
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dar als eine projektive Ebene, oder genauer gesagt, ist iso-
morph abgebildet auf eine projektive Ebene.

Wir sehen auf diese Weise die projektive Ebene in einer
ganz neuen Gestalt, nimlich dargestellt durch die Geraden
und Ebenen unseres Biindels. Um noch ein iibriges zu tun,
konnen Sie dieses Biindel einsperren in eine Kugel, welche
Sie um den Kernpunkt des Biindels legen. Es macht gar
nichts aus, wenn Sie die Geraden und Ebenen des Biindels
auf ihre Teile im Innern der Kugel beschrinken. Dann ha-
ben Sie ein Modell der projektiven Ebene erhalten, das ganz
in einem beschrinkten Raumstiick liegt. Die unendlich fer-
nen Elemente sind als solche verschwunden, sie sind namlich
ganz ins Endliche geriickt, ihre Ausnahmestellung ist besei-
tigt; sie sind damit den anderen, eigentlichen Elementen als
vollig gleichartig und gleichwertig gegenuibergestellt und
von diesen gar nicht mehr zu unterscheiden. Gleichwohl
gibt das neue Modell, eben die Geometrie im Biindel, die
projektiven Verhiltnisse ebenso gut und zutreffend wieder,
wie das alte, d. 1. die projektive Ebene selbst. Jede Aussage,
die fiir das eine Modell richtig ist, kann sofort giiltig auf das
andere iibertragen werden. Die Summe der Erkenntnisse,
welche wir in dieser Hinsicht an der einen Darstellung ge-
winnen konnen, deckt sich vollig mit der, welche uns die
andere darbietet. DasistIsomorphie.

Welche Folgerungen kdnnen wir nunmehr aus der Tatsache
ziehen, daf} es moglich ist, einen bestimmten Inbegriff ma-
thematischer Objekte in ganz verschiedenen Einkleidungen
wiederzufinden? Nun eben die, daf} es auf diese Einklei-
dung iiberhaupt nicht ankommt. Worin aber besteht dann
die Wesenheit der mathematischen Objekte?

Sie miissen nicht glauben, daff den Mathematikern, histo-
risch gesehen, die Antwort auf diese Frage leicht geworden
wire. Im Gegenteil! Jahrhunderte, um nicht zu sagen Jahr-
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tausende haben sie darum gerungen. Viele Schwierigkeiten
und Irrtiimer in den bewegenden Fragen vergangener Zei-
ten, zum Beispiel auf der Suche nach einem Beweis von
EukLips beriithmten Parallelenpostulat, sind darauf zu-
riickzufiihren, daf} die Mathematiker frither keine Klar-
heit {iber diese Wesensfrage besaflen.
Die Einsicht, welche Gauss in seiner Schrift iiber die kom-
plexen Zahlen — Sie erinnern sich an das vorhin wieder-
gegebene Zitat! — bereits besafl, war damals in ihrer Trag-
weite noch keineswegs erkannt. Um so bemerkenswerter
scheint mir, dafl schon einige Jahrzehnte vorher ein anderer
grofler Denker fiir die euklidische Geometrie Leitsitze aus-
sprach, die in dieselbe Richtung wiesen. Es war JoHANN
Heinricu LAMBERT, der bereits 1766 in seiner ,, Theorie der
Parallellinien® schrieb:
»Bei dieser Frage kann man nun von allem, was ich im
Vorhergehenden Vorstellung der Sache genannt habe,
abstrahieren. Und da Euklids Postulata und iibrigen
Grundsitze einmal mit Worten ausgedriickt sind, so kann
und soll gefordert werden, dafl man sich in dem Beweis
nirgends auf die Sache selbst berufe, sondern den Beweis
durchaus symbolisch vortrage — wenn er moglich ist. In
dieser Absicht sind Euklids Postulata gleichsam wie eben-
so viele algebraische Gleichungen, die man bereits vor sich
hat, und aus welchen x, y, z etc. herausgebracht werden
sollen, ohne daf man auf die Sache selbst zuriicksehe. Da
es aber nicht ganz solche Formeln sind, so kann man aller-
dings die Vorzeichnung einer Figur als einen Leitfaden,
um den Beweis zu fithren, dabei zugeben. . . .“12)

12) J. H. Lambert (1728-—1777), Theorie der Parallellinien, posthum im Maga-
zin fir die reine und angewandte Mathematik herausgegeben von J. H.
Bernoulli, Leipzig, Jahrgang 1786, Einen unverinderten Nachdruck findet
man bei F. Engel und R. Stickel, Theorie der Parallellinien von Euklid
bis auf Gauf}, eine Urkundensammlung zur Vorgeschichte der Nichteukli-
dischen Geometrie, Leipzig 1895. Vorst. Zit. s. dort S. 162.
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Zwischen der Auflerung von LAMBERT und der von Gauss
lagen 65 Jahre, und noch ungefihr der gleiche Zeitraum
sollte vergehen, bis diese Gedankenginge zu der vollen
Klarheit gediehen, in der wir sie heute auffassen. Aber
schon damals begann sich ihre fruchtbare, allmahlich immer
weiter um sich greifende Wirkung zu entfalten. Die Ent-
wicklung war im Gange und sollte nicht mehr zum Still-
stand kommen.

Denn die Erfahrung, daf} ein mathematisches Gebilde (wie
die projektive Ebene) oder eine mathematische Gesamtheit
(wie die der komplexen Zahlen) in mannigfacher Realisie-
rung, in ganz unterschiedlicher Einkleidung auftreten und
betrachtet werden kann, machten die Mathematiker seit-
dem immer wieder. Und so festigte sich allmihlich die Ein-
sicht, daf} in jedem solchen Falle dasiden verschiedenen Er-
scheinungen Gemeinsame einer von der besonderen Gestalt
losgeldsten, allgemeingiiltigen Darstellung fahig sein miifite.
So war der Gruppenbegriff schon verschiedentlich in kon-
kreter Gestalt aufgetreten, einmal in der Algebra in der
Gleichungstheorie des jungen genialen GaLois!3), um 1832
weiter in der Zahlentheorie als Restklassengruppe (eigent-
lich schon bei Gauss), ferner in der Geometrie als Transfor-
mationsgruppe, ohne dafl man von Anfang an das Gemein-
same, Gleichartige daran erkannt hitte. Aber hier wurde
das Wesentliche an dem nun filligen Abstraktionsprozefl
vielleicht zuerst erfafit. Man sah, daff sich hierbei gewisse
Operationen und Schlufweisen immer wiederholten und
versuchte, dafiir eine Form zu finden, die auf alle vorge-
kommenen Fille pafite. Und das gelang!

In der Tat war damit eine neue Stufe der Abstraktion er-

13) E. Galois (1811—1832), vgl. hierzu R. Bourgne et ].-P. Azra, Ecrits et
Mémoires mathématiques d’Evariste Galois. Edition critique intégrale de
ses manuscrits et publications, Paris 1962,
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klommen. Demijenigen, der die Geschichte der Mathematik
kennt, wird der Gedanke nicht neu sein, dafl alle begriff-
lichen Fortschritte der Mathematik, von den allerersten,
die etwa mit der Bildung des Zahlbegriffs anfangen, bis
zu den subtilsten in unserem Zeitalter, mit einer Steigerung
der Abstraktion verbunden sind, ja oft entscheidend davon
abhingen. So entstand in unserem vorerwihnten Fall die
abstrakte Gruppentheorie. Sie war insofern besonders ge-
eignet und berufen, bei der Entwicklung der modernen Axi-
omatik den Anfang zu machen, als man bei ihr mit einigen
ganz wenigen, formelmifig leicht falbaren Axiomen aus-
kommt.

Fine ungleich schwierigere Aufgabe war trotz gleichartiger
Problematik in der Analysis und der Geometrie gestellt,
deren Losung, zumal in der letzteren, immer brennender
wurde. Wihrend es nimlich in der Analysis zunichst das
Bediirfnis nach strenger Grundlegung des Grenzwertbe-
griffs und der Grenzprozesse war, welches seit CAucHY’s'%)
unerbittlicher Kritik und erstem kriftigen Zugriff nach Be-
friedigung dringte, und diese besonders durch DEDEKINDs'®)
Eingreifen auch fand, war die Lage in der Geometrie viel
verwidkelter. Hier hatte die Entdeckung der nichteuklidi-
schen Geometrien die Gemiiter in starke Wallung gebracht,
war wenig spater die Zwangsjadse der Dreidimensionalitit
des Raumes gesprengt worden'®), hatte ferner RiEMANNS
genialer Entwurf iiber ,Die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zugrunde liegen“ die geometrischen Grundbegriffe
weittragend erweitert, aber auch méchtig an ihnen geriit-

18) A, Caunchy (1789—1857). Niheres s. N. Bourbaki, Eléments d’histoire des
mathématiques. Paris 1960 und F. Klein, Vorles. iiber d. Entw. d. Mathem.
im 19. Jh., eine biographische Abhandlung gibt C. A. Valson, Paris 1868.

16 J. W. R. Dedekind (1831—1916), Stetigkeit und irrationale Zahlen, 3. Auf-
lage Braunschweig 1905.

16) Wohl zuerst entscheidend bei H. Grassmann (1809—1877), Ausdehnungs-
lehre, Leipzig 1844.
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telt!?). Das kritisch geschirfte Gewissen der Zeit stellte
immer vernehmlicher die Frage nach der Moglichkeit einer
neuen Konzeption der Grundlagen der Geometrie und er-
heischte gebieterisch Antwort.

Und diese Antwort wurde gegeben — wurde gegeben durch
eine Tat! Denn sie war nicht allein durch Worte zu erbrin-
gen. Das Ziel war ja schon gewiesen, aber der Weg dahin
mufte noch gebahnt werden. Und das wurde geleistet durch
HiLserTs unvergingliches Werk, voran durch seine Neube-
griindung der Geometrie'®). Sie war die entscheidende Sie-
gestat iiber eine Menge von Schwierigkeiten und Vorurtei-
len, eine geistige Grofitat, welche trotz ihres damaligen
speziellen Zweckes durch die Allgemeingiiltigkeit ihrer
Methoden und Denkweisen der modernen Axiomatik die
Tore zu allen Zweigen der Mathematik Sffnete. Sie wurde
zum groflen Vorbild fiir jegliche axiomatische Grundlegung
einer mathematischen Theorie, fiir jede Axiomatisierung
eines mathematischen Stoffes, deren sie zahllose im Gefolge
nach sich zog.

Wer die Grofle und Bedeutung dieser Leistung voll ermes-
sen will, muf sich eingehender mit ihren Einzelheiten be-
fassen. Aber die Wesensziige der neuen grundlegenden
Denkweise lassen sich vielleicht an Hand der vorangegan-
genen Ausfithrungen kurz umreiflen.

Sie erinnern sich, daf wir ein Modell der projektiven Geo-
metrie beschrieben haben, dessen Punkte nicht mehr Punkte
im gew8hnlichen Sinn und dessen Geraden nicht gewShn-
liche Geraden waren. Derartige Modelle lassen sich natiir-

17) B. Riemann (1826—1866), Habilitationsvortrag vom 10. 6. 1854, erstmalig
herausgegeben in Bd. 13 der Abhandlungen d. Ges. d. Wiss, zu Gottingen.
Besonders zu empfehlen ist die von H. Weyl erliuterte Ausgabe bei J. Sprin-
ger, Berlin 1919.

18) D. Hilbert (1862—1943), Grundlagen der Geometrie, aus: Festschrift zur
Enthiillung des Gaufl-Weber-Denkmals in Gottingen, Leipzig 1899, 9. Auf-
lage Stuttgart 1962.
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lich auch fiir die euklidische Geometrie konstruieren. Da-
durch werden die Definitionen EuxLips wie ,,Ein Punkt ist
was keine Teile hat; eine Gerade breitenlose Linge®, Defi-
nitionen also, die auf eine Wesensbeschreibung der betrach-
teten Objekte hinzielen, als bedeutungslos fiir die logische
Giiltigkeit der geometrischen Sitze dargetan. Aber worauf
bezieht sich dann der Inhalt mathematischer Aussagen, und
was konnen wir damit erreichen? Hierauf gab Henr1 Poin-
CARE die prizise Antwort!?):
»Was die Wissenschaft erreichen kann, sind nicht die
Dinge selbst, sondern es sind einzig die Beziehungen zwi-
schen den Dingen; auflerhalb dieser Beziehungen gibt es
keine erkennbare Wirklichkeit.“29)
Dieser Standpunkt istin HiLBERTs Begriindung der Geome-
trie aufs iiberzeugendste verwirklicht. Von Anfang an wird
bewufit und ausdriicklich auf jede inhaltliche Bedeutung der
Worte Punkt, Gerade, Ebene usw. verzichtet. Diese sind
vielmehr nur Namen fiir Elemente, iiber deren Wesenheit,
Gestalt, Aussehen wir nichts zu wissen brauchen. Sie miis-
sen nur voneinander, etwa durch Zuordnen von Zeichen,
unterscheidbar sein. Natiirlich konnen wir auch diese Zei-
chen selbst darunter verstehen. Worauf es nur entscheidend
ankommt, sind die Beziehungen zwischen diesen Elemen-
ten.
Einige solche Beziehungen, die sich als grundlegend erwie-
sen haben, werden ausgewzhlt und an die Spitze gestellt;
diese heiflen Axiome. Dann beginnt das Spiel unserer Lo-
gik, die aus diesen Grundbeziehungen, den Axiomen, neue

19) H. Poincaré (1854—1912), La Science et ’hypothese, Paris 1902; zitiert aus
der von F. und L. Lindemann iibersetzten deutschen Ausgabe, Nachdrudk
der 3. Auflage, Leipzig 1928, S. XVI.

20) Man wird hier an Kants berilhmte Konzeption des ,Dinges an sich® und
seine prinzipielle Unerkennbarkeit erinnert. Aber hier kommt es wesent-
lich auf die Bezichungen zwischen den Dingen an, soweit sie von un-
serem geistigen Auge erfaflit werden kénnen.
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Beziehungen herleitet, neue Begriffe durch Definitionen
aufstellt und dariiber weitere Aussagen durch schliissige Be-
weise gewinnt. So entsteht auf den Axiomen als den Funda-
menten das Gebdude der mathematischen Erkenntnis,

Aber was hat diese Erkenntnis noch mit der Wirklichkeit
Zzu tun, wenn aus ihr das Anschauliche ganz verbannt ist?
Nun, die Anschauung, an der wir ja unsere Begriffswelt
letzten Endes geformt haben und von der dieser immer
wieder neue Anregungen zustrémen, ist nur voriibergehend
zuriickgedringt um der logischen Klarheit und Allgemein-
giiltigkeit willen. Der geschichtliche Verlauf hatte doch be-
wiesen, daf} eine allzu enge Bindung des mathematischen
Denkens an die Anschauung unsere Erkenntnis so sehr
triiben und behindern kann, daf dadurch dje notwendige
Einsicht in den logischen Hintergrund nahezu unméglich
gemacht wird. Der immer noch hérbare Ruf, die Anwen-
dung abstrakter Methoden durch anschauliche Schluflwei-
sen zu ersetzen, bedeutet etwa dasselbe wie die Forderung,
man sollte auf die allgemeinen Begriffe und Methoden der
Infinitesimalrechnung verzichten und wieder zuriickkehren
zu dem Stand vor NEwTON und LEe1BN1z; oder noch anders,
in einem allgemeinverstindlichen Bild ausgedriickt: Die
Ablehnung der abstrakten Axiomatik wire vergleichbar
dem Verlangen, daf man in der heutigen industriellen Fer-
tigung den Gebrauch moderner Maschinen verbieten und
nur die Werkzeuge unserer Vorfahren zulassen solle.

Wir kénnen der Hilfsmittel der modernen Axiomatik auch
gar nicht mehr entraten. Denn ohne ihre durchgreifende
Wirksamkeit wiirde die heutige Mathematik ein uniiber-
sehbarer Haufen von Einzeltatsachen und Theorien sein,
deren gemeinsame Kristallisationspunkte gar nicht sichtbar
wiren. Mit ihrer, der Axiomatik, Hilfe aber gewinnen wir
neue zentrale Standpunkte, von denen aus wir weitver-

23



zweigte mathematische Gebiete iiberblicken und mit der
richtigen Ubung auch beherrschen kénnen.

Hat némlich der logische Formalismus seine Arbeit getan,
ist erst die abstrakte mathematische Struktur errichtet,
dann wartet sie begierig auf die Bekleidung mit einer pas-
senden Auflen- und Inneneinrichtung, die von Fall zu Fall
wechseln kann und bei derselben mathematischen Struktur
sehr verschiedenartiger Formen fihig ist. In dieser Allge-
meingiiltigkeit der abstrakten Struktur, in ihrer Anpas-
sungsfahigkeit, in ihrer dadurch bedingten vielfiltigen An-
wendbarkeit liegt ihr grofler Vorteil und eine erstaunliche
Zeugungskraft. Dies wird belegt durch zahllose Beispiele,
die sich stindig mehren. Sie reichen vom fruchtbaren Ge-
brauch in der Mathematik selbst bis zu vielfachen Anwen-
dungen in allen Nachbarwissenschaften und in der Tech-

nik.

So sehen wir, wie aus dem Keime, der ganz im Innern des
Geistigen ruht, ein wahrer Kosmos erwichst, fiir den, der in
ihn Einlaf gefunden hat, immer wieder iberwiltigend in
seiner Grofie, begeisternd durch seine Schénheit, begliickend
durch die Fiille und Kraft seiner Ideen!

B Az40, sk -3
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