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Was sind und was sollen die Zahlen?

I

, Was sind und was sollen die Zahlen?” So lautet der Titel einer
Abhandlung von Richard Dedekind!) aus dem Jahre 1888.
Wenn ich dem heutigen Festvortrag dasselbe Thema voranstelle,
so will ich damit nicht sagen, ich kénnte oder wollte der Abhand-
lung Dedekinds etwas Gleichwertiges an die Seite stellen. Dazu
ist eine akademische Festrede nicht der richtige Ort. Meine Ab-
sicht ist lediglich, einen — notgedrungen gerafften — Uberblick
iiber einige Bemiihungen von Mathematikern zu geben, das
Geheimnis der Zahlen, ihr Wesen und ihre Bedeutung zu ent-
ratseln. Von Pythagoras an bis in die Gegenwart haben diese
Bemithungen nicht aufgehért. Sie wurden und werden mit-
getragen von Physikern, Theologen und Philosophen. Noch
immer aber stehen sich unterschiedliche Auffassungen gegen-
iiber: Sind die Zahlen freie Schopfungen des menschlichen
Geistes und haben sie ihr Sein nur im Bewuftsein des Menschen
oder kommt ihnen ein Ansichsein aulerhalb des menschlichen
Denkens zu? Allgemeiner gesprochen: Bringt der Mathematiker
die von ihm gefundenen mathematischen Wahrheiten aus sich
selbst hervor oder erforscht er nur, was immer schon da ist?

Beide Auffassungen stehen sich seit Jahrtausenden wie These
und Antithese gegeniiber, ohne daff es je zu einer Synthese
gekommen ist. Die Auseinandersetzungen sind zuweilen so
heftig gefithrt worden, da es dariiber zu persénlichen Feind-
schaften kam. Sollte das nicht zu der Gegenuntersuchung veran-
lassen, ob es sich bei der Frage nach dem Sein der Zahlen
iiberhaupt um ein echtes, sinnvolles Problem handelt? Echt in
dem Sinne, daf sich These und Antithese als wirkliche Alter-
nativen gegeniiberstehen? Sinnvoll in der Weise, daff das

1 R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig 1888; 8. unverdnd.
Auflage 1960.



Problem mit wissenschaftlichen Mitteln entscheidbar ist? Wird
nicht in beiden Fillen vorausgesetzt, da8 den Zahlen iiberhaupt
ein Sein zukommt, daff dieses Sein eindeutig und dafl es be-
stimmbar ist? Kann es nicht sein, daf den Zahlen verschiedene
Seinsweisen eigen sind? Daf8 die Frage nach ihrem Sein wissen-
schaftlich unentscheidbar ist?

Wie nicht anders zu erwarten, bin ich mit diesen Andeutungen
aus dem eigentlichen Bereich der Mathematik herausgetreten
und befinde mich im Bereich einer Philosophie der Mathematik,
wenn nicht bereits im Bereich einer philosophischen Ontologie.
Es steht mir aber nicht zu, anders denn als Mathematiker Stel-
lung zu nehmen. Deshalb muf ich darum bitten, mir in den
Bereich der Mathematik zu folgen, um Fragestellung und bis-
herige Versuche einer Losung kennenzulernen.

II

Ich beginne damit, daf ich die Zahlen vorstelle, mit denen der
Mathematiker arbeitet. Da ist zun#chst die Folge der natiirlichen
Zahlen 1, 2, 3, 4, . . ., die aus der 1 durch Iteration, d. h. durch
sukzessives Hinzufiigen der 1 entsteht. Wir lernen sie in der
Kindheit und ersten Schulzeit und gebrauchen sie zum Zihlen.
Dabei machen wir die Erfahrung, da dieses Zihlen in zwei-
facher Weise erfolgen kann: zur Kennzeichnung von Anzahlen
(Zahl der Schiiler einer Klasse, Zahl der Einwohner einer Stadt
usw.) und zur Numerierung von Dingen (Hausnummern einer
Strale, Seitenzahlen eines Buches, Tage eines Monats usw.). Im
ersten Fall verstehen wir die natiirlichen Zahlen als Kardinal-
zahlen, im zweiten Fall als Ordinalzahlen. Indem ich diesen
Satz ausspreche, beriihre ich aber bereits mehrere Probleme.
Zunichst sind die natiirlichen Zahlen als solche noch nicht defi-
niert, in ihrer Seinsweise nicht erkannt. Auf sie kann ich mich
nur berufen, weil der Mensch die Fihigkeit besitzt zu zihlen und
diese Fihigkeit durch einen Lernprozefs entfalten und steigern
kann.



Weiter werden diese Zahlen durch Zeichen représentiert; aber es
sind dieselben Zeichen, die fiir die Kardinal- wie fiir die Ordinal-
zahlen benutzt werden, obgleich beide Arten grundverschiedene
Entstehungs- und Funktionsweisen besitzen. Die Ordinalzahl
wird, wie schon gesagt, auf dem Wege der Iteration der 1 erhal-
ten. Die Kardinalzahl dagegen wird auf dem Wege der Abstrak-
tion als gemeinsames Merkmal aller gleichmichtigen Mengen
gewonnen, d. h. je zwei Mengen, deren Elemente sich einein-
deutig einander zuordnen lassen, haben dieselbe Kardinalzahl.
Bei einer endlichen Menge sprechen wir dann von der Anzahl
ihrer Elemente. Die Kardinalzahl gibt also Antwort auf die Frage:
Wieviel Elemente gehéren zu einer vorgegebenen Menge? Die
Ordinalzahl dagegen erteilt Auskunft iiber den Standort eines
Elements innerhalb der Menge, kennzeichnet also deren Ord-
nung.

Daff wir trotz unterschiedlicher Definition und Funktion der
Kardinal- bzw. Ordinalzahl beiden dasselbe Zeichen zuweisen,
beruht auf einer Eigenschaft gleichmichtiger geordneter endlicher
Mengen, der Ahnlichkeit, d. h. darauf, daf sie sich unter Erhal-
tung der Ordnung eineindeutig aufeinander abbilden lassen. Fiir
Kardinal- und Ordinalzahlen unendlicher Mengen trifft dies im
allgemeinen nicht zu. Bei den natiirlichen Zahlen ist jedoch das
Zahlzeichen dasselbe, gleich ob man sie als Kardinal- oder als
Ordinalzahl verstehen will. Erst die sprachliche Interpretation
des Zeichens, ob man sie mit ,eins, zwei, drei, . . .“ oder mit
Lerstes, zweites, drittes, . . .” anspricht, kennzeichnet die Funk-
tion, die man bei ihnen in Anspruch nimmt.

Schliefflich ist noch ein weiteres altes Problem in diesem Zusam-
menhang zu nennen, das der Prioritit. Ist die Rolle der Kardinal-
zahl oder die der Ordinalzahl das Primire im Begriff der natiir-
lichen Zahl? Man neigt dazu, der Ordinalzahl den Vorrang zu
geben. Nach H. Weyl?) 146t sich zeigen, daf8 die Anzahl einer aus
Elementen einer bestimmten Grundkategorie bestehenden Menge

3} H. Weyl, Das Kontinuum, Berlin 193z, 5. 28/2¢9.

7



eine Funktion dieser Menge ist und daf8 diese Funktion mittels
der Weylschen Prinzipien, insbesondere des Iterationsprinzips
konstruiert werden kann. Das bedeutet, da sich die eine Rolle
der natiirlichen Zahlen, als Kardinalzahlen zur Anzahlbestim-
mung zu dienen, auf ihre andere, als Ordinalzahlen die Iteration
in abstrakter Reinheit darzustellen, zuriickfiihren 148t. Hieraus
schliet Weyl, daf logisch die Ordinalzahlen die urspriinglichen
sein miissen, fiigt aber in einer FuSnote sogleich hinzu: ,Ob
nicht erkenntnistheoretisch doch der Anzahlbegriff etwas Pri-
mires und vom Begriff der Ordinalzahl Unabhingiges ist, will
ich hier nicht erortern.” Damit will Weyl geltend machen, dafl
jedes Zihlen die Kenntnis der Zahlen bereits voraussetzt, daf}
also wohl die Erkenntnis der Zahl an sich das Urspriingliche ist,
und von da aus erst im Akt des Zihlens die Ordinalzahlen ent-
stehen. Wie ich meine, sicht Weyl hier richtig, daB beide Sach-
verhalte zutreffen und daf es auf den Zusammenhang ankommt,
in dem man die Frage nach der Prioritit der einen oder der an-
deren Rolle der natiirlichen Zahlen stellt.

I

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen wurde der Zahlbegriff
aus praktischen Bediirfnissen nach und nach mehrfach erweitert.
Um ein vorgegebenes Ganzes unterteilen zu kénnen, wurden
Briiche eingefiihrt, und fiir das Geld- und Wirtschaftswesen, fiir
Soll und Haben brauchte man die negativen Zahlen und die Null.
Hierbei erhielt auch die Null, die im Bereich der natiirlichen Zah-
len nur die — allerdings wichtige— Rolle eines Positionsanzeigers
spielt, Kardinalzahlcharakter als Elementeanzahl der leeren
Menge. Ich gehe auf die historische Entwicklung nicht ein, son-
dern skizziere gleich einen Aufbau des Zahlensystems, wie er
heute in der Mathematik vollzogen wird.

Man bildet als ersten Schritt geordnete Paare (a4, b), wo a und b
die Menge N der natiirlichen Zahlen durchlaufen, definiert fiir



sie zwei Vergleichsrelationen (Gleichheit und Ordnung) sowie
zwei Verkniipfungen (Addition und Multiplikation) und be-
weist, daB dies so geschehen kann, daf8 die Relationen und Ver-
kniipfungen den von den natiirlichen Zahlen her bekannten
Rechenregeln geniigen. Dariiber hinaus leisten sie noch mehr:
In ihrem Bereich ist die Subtraktion unbeschrinkt ausfiihrbar.
Hinter dem Zahlenpaar (a, b) verbirgt sich nichts anderes als die

Differenz a - b.

Man scheut sich nun nicht, diese Zahlenpaare, genauer gesagt:
in bestimmter Weise definierte Klassen solcher Paare, selbst als
Zahlen anzusehen. Ob und was fiir eine Seinsweise etwa diesen
neuen Zahlen zukommt, ist mathematisch irrelevant. Es geniigt
uns, dafl wir mit ihnen rechnen kdnnen, und dafs wir wissen, wie
wir mit ihnen zu rechnen haben. Wir ordnen den neuen Zahlen
neue Zahlzeichen zu und nennen ihre Gesamtheit die Menge
oder den Bereich G der ganzen Zahlen. Schliellich weisen wir
noch nach, da G einen Teilbereich enthilt, der sich auf die
Menge N der natiirlichen Zahlen eineindeutig so abbilden ladft,
daB dabei die Vergleichsrelationen und Verkniipfungen von G
einschlieflich ihrer Eigenschaften in die von N iibergehen. Dieser
Teilbereich von G ist also in mathematischer Hinsicht, d. h. struk-
turell, der Menge N der natiirlichen Zahlen vollkommen gleich-
wertig. Wir brauchen diese in Zukunft nicht mehr und ersetzen
N daher durch den nachgewiesenen gleichwertigen Teilbereich
von G, dessen Elemente nun die Bezeichnung positive ganze
Zahlen erhalten. Aufer ihnen enthilt G die Null und die nega-
tiven ganzen Zahlen.

Fiir unser Thema iiber das Sein der Zahlen ist wichtig zu beach-
ten, daf wir, bei dem geschilderten Vorgehen, aus dem vorgege-
benen Material der natiirlichen Zahlen mit den ganzen Zahlen
etwas ontologisch vollig Neues geschaffen haben. Nicht der
Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern der Begriff ,Zahl”, der
bislang durch ,natiirliche Zahl” reprisentiert war, wird erwei-
tert. Ontologisch ist die natiirliche Zahl 5 von der positivganzen
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Zahl + 5 wesensverschieden; mathematisch jedoch ist der
Unterschied gegenstandslos.

Ein Verfahren, wie es von der Menge N zur Menge G gefiihrt
hat, wird nun auf G angewandt. Mit den ganzen Zahlen als Aus-
gangsmaterial schaffen wir mittels des Prozesses der Paar- und
Klassenbildung (m, ) mit m, n (n nicht o) aus G und geeigneter
Definition der Vergleichsrelationen und Verkniipfungen—die wir
wieder Gleichheit und Ordnung bzw. Addition und Multiplika-
tion nennen — einen neuen Zahlenbereich, den Bereich R der
rationalen Zahlen. Hinter dem Symbol (m, n) verbirgt sich dies-
mal der Quotient 2. Der Bereich R leistet wieder mehr als der
Bereich G der ganzen Zahlen: In R sind alle vier Grundrech-
nungsarten (Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division,
letztere mit Ausnahme der Division durch o) unbeschrinkt aus-
fithrbar. Damit ist endlich der Umfang an Eigenschaften erzielt,
den man mit dem Begriff ,Zahl” zu verbinden pflegt.

Den neuen Zahlen werden zweckmiBlige Zahlzeichen zugewie-
sen, nimlich + 2 fiir die positiven bzw. negativen rationalen
Zahlen (wobei m, n teilerfremde natiirliche Zahlen sind) und
das alte Zeichen o fiir die neue Null des Zahlenbereichs R. Wei-
ter wird gezeigt, daB ein Teilbereich von R, ndmlich die Menge
der Zahlen + ™, mit der Menge G der ganzen Zahlen (in oben
ausgefiihrtem Sinne) mathematisch gleichwertig ist. Daher kon-
nen wir jetzt auf G verzichten und allein mit den Zahlen von R
arbeiten. Im Hinblick auf unser Thema jedoch ist wieder zu be-
achten, daf die natiirliche Zahl 5, die ganze Zahl + 5 und die
rationale Zahl + % zwar mathematisch als unterschiedslos an-
gesehen werden, ontologisch aber paarweise wesensverschieden
sind.

IV
Mit dem Vorangehenden habe ich die Bereiche der natiirlichen,
der ganzen und der rationalen Zahlen skizziert. Der Aufbau des

Zahlensystems ist damit jedoch nicht abgeschlossen. Ich muf3
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darum bitten, mir noch zwei weitere Schritte zu folgen, die vom
Bereich der rationalen Zahlen zu dem der reellen und von diesem
zu dem der komplexen Zahlen fithren sollen. Ich stelle aber diese
Erweiterungsschritte zunachst zuriick und beziehe nun auch die
zweite Fragestellung meines Themas ein: Was sollen die Zahlen?
In der eingangs genannten Abhandlung gibt R. Dedekind auf
die Frage: ,Was sind und was sollen die Zahlen?” die Antwort:
_Die Zahlen sind freie Schopfungen des menschlichen Geistes;
sie dienen als ein Mittel, um die Verschiedenheit der Dinge leich-
ter und schirfer aufzufassen.” Er fiigt hinzu, da wir erst durch
das rein logisch aufgebaute Reich der Zahlen in den Stand ge-
setzt werden, ,unsere Vorstellungen von Raum und Zeit genau
zu untersuchen, indem wir dieselben auf dieses in unserem
Geiste geschaffene Zahlenreich beziehen”. Hier wird auf die un-
auflosbare Wechselbeziehung zwischen Mathematik und Natur-
wissenschaft, insbesondere Mathematik und Physik einschlief3-
lich Astronomie hingewiesen. Ein Mathematiker, der sich der
Zahlentheorie zugewandt hat, betrachtet die Zahlen zwar un-
abhingig von irgendwelchen Zweckbestimmungen. Er erforscht
sie um ihrer selbst willen und hat mit der Aufdeckung ihrer
additiven und multiplikativen Eigenschaften vollauf zu tun. Aber
er weil auch um die Notwendigkeit des Dienstes, den die
Mathematik den Naturwissenschaften zu leisten hat; er weifs
ebenso um die Fruchtbarkeit der Zusammenarbeit und um die
gegenseitige Anregung, auf die der Mathematiker immer wieder
angewiesen ist.

Nach Dedekind liegt der Sinn der Zahlen also darin, daf sie dem
Menschen die Méglichkeit geben, das Naturgeschehen in Raum
und Zeit gesetzmiRig zu erfassen. Ich pflichte ihm gern darin bei
und fiige hinzu, daf diese Beziehung fiir mich nichts Selbstver-
standliches, sondern etwas Erstaunliches ist. Wie kommt es, so
bin ich von Physikern gefragt worden, dal die Zahlen und ihre
Gesetze so tiiberraschend auf die Wirklichkeit passen? Wie
kommt es, dal das Naturgeschehen mathematisch gedacht wer-
den kann? Eine Antwort hierauf kann wohl nur als Ausdruck
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einer inneren Uberzeugung aufgrund einer personlichen Ent-
scheidung gegeben werden.

1857 schlieBt K. Weierstrafl seine Antrittsrede?) in der Berliner
Akademie der Wissenschaften mit den Worten: ,Auf die Frage
aber, die ich schon vernommen, ob es denn wirklich moglich sei,
aus den abstrakten Theorien, welchen sich die heutige Mathe-
matik mit Vorliebe zuzuwenden scheine, auch etwas unmittelbar
Brauchbares zu gewinnen, méchte ich entgegnen, daf$ doch auch
nur auf rein spekulativem Wege griechische Mathematiker die
Eigenschaften der Kegelschnitte ergriindet hatten, lange bevor
irgendwer ahnte, daf sie die Bahnen seien, in welchen die Pla-
neten wandeln, und daf ich der Hoffnung lebe, es werde noch
mehr Funktionen geben mit Eigenschaften, wie sie Jacobi an sei-
ner ®-Funktion rithmt, die lehrt, in wieviel Quadrate sich jede
(natiirliche) Zahl zerlegen 148, . . . , und dennoch, setze ich hin-
zu, im Stande ist, und zwar sie allein, das wahre Gesetz darzu-
stellen, nach welchem das Pendel schwingt.”

Ich zitiere weiter — in gekiirzter Fassung — eine Auflerung von
Max Planck?): , Alle physikalischen Erkenntnisse beruhen auf
Messungen. Alle Messungen haben iibereinstimmend zu dem
Schlu gefiihrt, daf8 simtliche physikalischen Geschehnisse auf
mechanische und elektrische Vorginge, hervorgerufen durch die
Bewegungen gewisser Elementarteilchen, zuriickgefiihrt werden
kénnen. In diesen Vorgéingen treten universelle Konstanten auf,
diegewissermaflen die unverdnderlichen Bausteine sind.” Beispiele
fiir solche Zahlen sind etwa das Plancksche Wirkungsquantum,
die Elektronenladung, die Elektronenruhmasse, die Feinstruktur-
konstante, die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Planck fragt
sodann: ,Sind sie — diese Zahlen — Erfindungen des mensch-
lichen Forschergeistes oder besitzen sie einen realen, von der
menschlichen Intelligenz unabhingigen 5inn?” Und er stellt fest:
»Die Existenz dieser Konstanten ist ein greifbarer Beweis fiir das

3 K. Weierstrafs, Wissenschaftliche Werke I, Berlin 1894, S. 225 f.
#) M, Plandc, Wege zur physikalischen Erkenntnis, 4. Auflage., Braunschweig 1044,
5. 298, 299, 300.

12



Vorhandensein einer Realitit in der Natur, die unabhingig ist
von jeder menschlichen Messung.”

Eerner verweise ich auf einige Sitze von W. Heisenberg aus
einem Vortrag von 1958, in dem er auf die strukturelle Ver-
wandtschaft antiker und heutiger Vorstellungen von der Materie
eingeht?). Fiir die Pythagoreer bedeutete ,Zahl” soviel wie eine
geordnete Struktur, die in den Dingen steckt und deren eigent-
liches Wesen ausmacht. Diese Struktur wird bei Platon im antik-
atomaren Verstindnis mittels der reguliren Kérper beschrieben,
wobei diese aber nicht als substanzhaft angesehen werden, we-
der im Sinne des aristotelischen Substanzbegriffs noch in dem
der klassischen Physik. Die Begrenzungsflichen der reguldren
Kérper, sagt Heisenberg, ,sind bei Platon nicht Materie, sie sind
nur noch Form, . . . , und die Frage nach dem Warum der Elemen-
tarteilchen wird von Platon auf Mathematik zuriickgefiihrt . . .
Die letzte Wurzel der Erscheinungen ist also nicht die Materie,
sondern das mathematische Gesetz, die Symmetrie, die mathe-
matische Form... Durch die grundlegende Bedeutung der
Symmetrieeigenschaften erhilt jeder Versuch einer Theorie der
Elementarteilchen . . . einen eigentiimlichen Charakter von Ge-
schlossenheit. Man findet Strukturen, die so miteinander ver-
kniipft und verschlungen sind, daf man eigentlich an keiner
Stelle mehr Anderungen vornehmen kann, ohne alle Zusam-
menhinge in Frage zu stellen.”

Man darf wohl ohne Ubertreibung sagen, da hier der pytha-
goreische Grundgedanke zum Ausdruck kommt, das Wesen der
Dinge sei die ,Zahl”: 4guipods odoia névrwv, die Zahl verstanden
als strukturelle Harmonie, als ordnendes Prinzip.

Damit bestitigen uns Planck sowohl wie Heisenberg, daf fiir
sie die Zahlen nicht nur ein gedankliches mathematisches Sein
haben, sondern dariiber hinaus ein Entsprechen in der Wirk-
lichkeit der Natur besitzen. Zahlen sind Strukturmerkmale i{iber

5y W. Heisenberg, Pie Plancksche Entdeckung und die philosophischen Grundlagen der
Atomlehre, Naturwissenschaften 1958, 5. 227—-234.
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Mengen. Thr Sinn liegt darin, daf sie die physikalischen Struk-
turen der Welt beschreiben lassen. Auch bei einer vollig zweck-
freien Erkenntnis eines Mathematikers wird es sich immer wie-
der herausstellen, daf eines Tages ein Physiker mit Erstaunen
danach greift, weil er in dem mathematischen Begriff das geeig-
nete Hilfsmittel, in der mathematischen Aussage den richtigen
Ausdruck fiir einen Naturvorgang findet, sei er gesetzmifiger,
sei er kontingenter Art.

\"/

Damit kehre ich zur Mathematik der Zahlen und ihrem Aufbau
zuriick. Wir waren bis zum Bereich der rationalen Zahlen ge-
kommen. Die entscheidende Frage ist nun: Reichen diese Zahlen
aus, die mathematischen und physikalischen Strukturen der Welt
zu erfassen? Die negative Antwort hierauf 16ste die erste Grund-
lagenkrise der Mathematik des Abendlandes aus, kaum daf
diese Mathematik ihre ersten Schritte getan hatte. Denn bereits
die Pythagoreer entdeckten, daf8 die rationalen Zahlen nicht aus-
reichen, um die Lange einer jeden Strecke zu messen. Die Dia-
gonale eines Quadrates ist, in der Lingeneinheit der Seiten
gemessen, mit diesen inkommensurabel. So stellten sie fest, daf8
die Quadratwurzel aus einer natiirlichen Zahl im allgemeinen
nicht mehr eine rationale Zahl ist. Sie wehrten sich gegen diese
Entdeckung, da fiir sie damit eine Weltanschauung zusammen-
brach, der Glaube nimlich, daf die Strukturen dieser Welt allein
mit den natiirlichen Zahlen und ihren Proportionen, d. h. mit
rationalen Zahlen, erfafit werden kénnen.

Um also beliebige Strecken in bezug auf ihre Linge messen oder
um beliebige Zeigerausschlige auf einer Skala bestimmen zu
kénnen, waren neue Zahlen erforderlich. Diese wurden in den
irrationalen Zahlen gefunden bzw. geschaffen, die zusammen
mit den rationalen die Menge der reellen Zahlen ergeben. Hier-
bei darf ich bemerken, daf in diesem Zusammenhang das Wort
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ratio” nicht mit , Vernunft”, sondern mit ,, Verhiltnis” zu iiber-
setzen ist. Die irrationalen Zahlen sind nicht unverniinftige oder
sinnlose Zahlen, sondern solche, die sich nicht als Verhiltnis
zweier ganzen Zahlen darstellen lassen.

Der Mathematiker kennt im wesentlichen drei Arten, die irratio-
nalen Zahlen zu definieren. Ich beschrinke mich auf die von
Dedekind in seiner hier zitierten Abhandlung entwickelte Me-
thode. Danach wird die Menge der rationalen Zahlen so in zwei
Klassen A und B zerlegt, daf8 alle diese Zahlen erfafit werden,
keine Klasse leer bleibt und jede Zahl von A kleiner ist als jede
Zahl von B. Man nennt A die Unterklasse, B die Oberklasse und
die Zerlegung der Menge R in die Klassen A und B einen Schnitt
im Gebiet der rationalen Zahlen. Es 138t sich sofort zeigen, dafl
nicht zugleich A ein gréfites und B ein kleinstes Element besitzen
konnen. Wenn nun die Unterklasse A ein grofites oder die Ober-
klasse B ein kleinstes Element hat, so ist dieses Grenzelement
eine rationale Zahl. Sie erzeugt, wie man sagt, den Schnitt. Wenn
aber weder A ein groflites noch B ein kleinstes Element besitzt,
so liegt keine rationale, den Schnitt erzeugende Zahl vor. Indem
man nun verlangt, daf auch in diesem Fall der Schnitt durch eine
Zahl erzeugt wird, schafft man eine neue Art von Zahlen. Da-
mit diese den Namen ,, Zahl” zu Recht tragen, muf allerdings
noch nachgewiesen werden, dal und wie man mit ihnen rechnen
kann. Das kann nach dhnlichen Prinzipien wie bei den friiheren
Erweiterungen geschehen. Ebenso 1d8t sich in der Menge der
,Schnittzahlen” ein Teilbereich nachweisen, der zu R in dem
hier schon mehrfach angesprochenen Sinne mathematisch gleich-
wertig ist. Damit kann man auch auf R, d. h. auf die rationalen
Zahlen, verzichten. Die so gewonnenen neuen Zahlen heifSen die
reellen Zahlen.

Fiir bestimmte Zwecke der reinen Mathematik wie der Anwen-
dungen ist eine nochmalige Erweiterung des Zahlenbegriffs er-
forderlich. In der hier schon mehrfach vorgefiithrten Weise bildet
man wiederum geordnete Paare, diesmal aus reellen Zahlen, und
weist fiir diese Paare die Zahleneigenschaften hinsichtlich der
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in geeigneter Weise zu definierenden Vergleichsrelationen und
Verkniipfungen nach. Hierbei stellt sich heraus, daf die Ord-
nungsrelation nicht mehr fiir die neuen Zahlen selbst, sondern
nur fiir ihre Absolutbetrige gilt, ein Zeichen dafiir, da8 sich ein
solcher Aufbau von Zahlenbereichen nicht beliebig fortsetzen
1a8t. In der Tat liflt sich zeigen, dafl mit der nun erreichten
Menge von geordneten Paaren reeller Zahlen, die als komplexe
Zahlen bezeichnet werden, der Aufbau des Zahlensystems in
dem Sinne einen Abschluff gefunden hat, daf bei noch umfas-
senderen Erweiterungen des Zahlenbegriffs wesentliche Eigen-
schaften der Zahlen verlorengehen.

VI

Mit dieser Skizze der sukzessiven Erweiterung des Zahlen-
begriffs habe ich hier den sogenannten genetischen Aufbau
des Zahlensystems vorgefiihrt. Er ruht in seinen mathematischen
Grundlagen auf der Mengenlehre, da er auf den natiirlichen
Zahlen griindet und sowohl der Begriff der Kardinalzahl wie der
des Zihlens und damit auch der Begriff der Ordinalzahl den
Mengenbegriff benutzt. Da man nun unter einer Menge eine
Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objekten unseres
Denkens oder unserer Erfahrung zu einem Ganzen zu verstehen
pflegt, muff man, um Mengen zu bilden, das ,Eine” von dem
,Anderen” unterscheiden konnen, d. h. man muff zuvor z. B.
wissen, was die ,1“ und was die ,,2“ ist. Schon bei den Pythago-
reern findet sich die Aussage, dafl sich aus der Einheit und der
Zweiheit alle Zahlen ableiten lassen. Von Zaratas, dem Lehrer
des Pythagoras, wird berichtet, da8 er die Einheit den Vater, die
Zweiheit aber die Mutter der Zahlen genannt habe®). Nach
Diogenes Laertius hat der Pythagoreer Philolaos seine Schrift
,Von der Natur” beginnen lassen mit den Worten®): ,Alle Zeu-

% Vgl Albert von Thimus, Die harmonikale Symbolik des Altertums, Bd. 1, Kéln 1868,
5, 126; ferner Aristoteles, Metaphysik I, 6: 987 b 20988 a 17.
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gung, alles Werden im Kosmos ist in harmonischer Mischung
zusammengefiigt aus Unbegrenztem und Begrenzendem, der
ganze Kosmos sowohl wie alle Einzeldinge in ihm.” Und diese
Zusammenfiigung fand nach dem Vorbild der Zahl statt. So
lautete die Lehre der Pythagoreer, der Platon wie folgt Aus-
druck gibt9): Es ist ,das Weltall gemischt in seiner Zusammen-
setzung aus dem Begrenzenden zugleich und dem Unbegrenzten,
gleichwie die Gesamtheit der Zahlen aus der Einheit und aus
der Zweiheit des Teiligen und Nichtteiligen sich aneinander-
reiht, worin Gleichheit und Ungleichheit, Selbstheit des Seins
und Anderssein, Schranke und Unendlichkeit, Begrenztes und
Unbegrenztes in die Erscheinung treten”.

Auch fiir E. Husserl?) sind die Zahlen Eins und Zwei nur auf-
weisbar, nicht aber konstruktiv definierbar; Aufgabe einer
Philosophie der Arithmetik sei es, diesen in der Anschauung
moglichen Aufweis wirklich zu vollziehen. Und Gerhard
Stammler®), der den Sachverhalt mathematisch und philoso-
phisch untersucht, formuliert in guter Pointierung: ,Man muf
— zu einer mengentheoretischen Begriindung der natiirlichen
Zahlen — vor dem Studium der Mengenlehre (mindestens) bis
zwei zihlen kdnnen, um nach ihrem Studium beliebig weit zih-
len zu kénnen” (wobei mit ,Zihlen” gemeint ist, eine klare Ein-
sicht in den Begriff der jeweils angesprochenen Zahl zu haben).
Dies zeigt, daf auch abgesehen von den bekannten Paradoxien
der klassischen Mengenlehre diese allein nicht ausreicht, um auf
ihr die natiirlichen Zahlen begrifflich zu begriinden. Solange Be-
griffe wie Zuordnung, Abbildung, Aquivalenz benutzt werden,
wird immer schon die Unterscheidung des ,Einen” von dem
»~Anderen”, d. h. der Begriff der natiirlichen Zahl, implizit
vorausgesetzt.

Die Erkenntnis, daf8 die klassische Mengenlehre mit ihren
Annahmen iiber die Ausfiihrbarkeit gewisser Prozesse der

") E. Husserl, Philosophie der Arithmetik, Bd. 1, Halle 1891, 5. 212 f£.
¥} G. Stammler, Der Zahlbegriff seit Gau8, Halle 1926, 5. 113/14.
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Mengenbildung die Grundlagen der Arithmetik nicht zu sichern
vermag, fiihrte die Mathematiker dazu, immer neue Versuche
fiir eine solche Sicherung zu unternehmen. Aus diesen haben
sich im Laufe der letzten Jahrzehnte zwei Hauptrichtungen
herauskristallisiert: die axiomatische und die konstruktive
Methode. Es muf jedoch betont werden, daf} im Zuge dieser Ent-
wicklung das inhaltliche Anliegen einer Begriindung der Arith-
metik und damit der Mathematik als ganzer sich gewandelt hat.
Es geht nicht mehr — wie zur Zeit der Antike, des Mittelalters
und der Neuzeit — um eine Klirung des Seins der Zahlen, son-
dern um eine widerspruchsfreie Begriindung der fiir sie erforder-
lichen mathematischen Begriffe, Operationen und SchluBweisen.
Diese Akzentverschiebung beruht im Grunde darauf, da8 die
Frage nach dem Sein der Zahlen nicht mathematisch formulier-
bar und daher auch nicht mathematisch entscheidbar ist. Hierauf
werde ich spiter noch einmal zuriickkommen.

Der Mathematiker von heute weiff, da8 er in seinem Gegenstand
nichts real Seiendes vor sich hat. Mathematische Erkenntnis be-
trifft das Seiende nur insofern, als sie die Begreifbarkeit des
Seins von Seiendem erkennbar macht?). Weniger philosophisch
ausgedriickt: Als Mathematiker denken wir Dinge unabhiingig
davon, ob ihnen eine Existenz in einem philosophischen Sinne
zukommt; wir setzen Operationen und Relationen und unter-
suchen die daraus sich ergebenden Strukturen; wir entwerfen
Modelle, um den Strukturen mathematische Existenz im Sinne
von Widerspruchsfreiheit zu sichern. Zeigt es sich dann, daf ein
solches Modell auf physikalische Erscheinungen ,pafst” — als
ein Beispiel aus der Gegenwart nenne ich den Begriff des Hilbert-
raumes —, so nimmt es der Physiker gern auf, um eine tiefere
und addquatere Einsicht in Naturvorgidnge zu gewinnen. Aber
auch der Physiker weif3, da8 er nur ein Modell der Wirklichkeit
— des Seienden —, nicht die Wirklichkeit selbst in der Hand hat.

") Vgl. hierzu F. O. Sauer, Mathematisches Denken auf dem Wege zur Philosophie,
Miinchen 1965, Kap. VIII.
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VII

Ich komme zuriick auf die beiden eben genannten Wege zur
Begriindung der Mathematik, die axiomatische und die kon-
struktive Methode, und méchte ihre Bedeutung und ihre Unter-
schiede am Beispiel der Zahlen aufzeigen. Die axiomatische
Methode will einen bestimmten Bereich mathematischer Er-
kenntnis zu einem System von Aussagen gliedern, die sich aus
wenigen, an den Anfang gestellten unbewiesenen Grundannah-
men in logisch einwandfreier Weise deduktiv ableiten lassen.
Die unbewiesenen Grundannahmen, die man als Axiome be-
zeichnet, sind zu einem gewissen Grade willkiirlich. Thre Aus-
wahl regelt sich nach Gesichtspunkten der Evidenz, der Wider-
spruchsfreiheit, der ZweckmiBigkeit und der Okonomie. In die
Grundannahmen gehen gewisse nicht definierte Grundbegriffe
ein; alle weiteren Begriffe innerhalb des Systems aber werden
durch Zuriickgehen auf diese Grundbegriffe definiert. So ent-
steht eine in sich wahre Struktur von Aussagen und Begriffen,
die ihre Brauchbarkeit darin erweist, daf§ sie alle jeweils gewon-
nene einschligige Erkenntnis mit mdglichst wenigen unbewiese-
nen Grundannahmen, dem Axiomensystem einschlieflich der
Grundbegriffe, widerspruchsfrei in sich einordnen lafSt.
Fiir die Struktur des Bereiches der natiirlichen Zahlen ist das
Axiomensystem von Dedekind-Peano am bekanntesten. Es lau-
tet:
1. Eins ist eine natiirliche Zahl; ihr wird das Zeichen 1 zu-
geordnet.
2. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen Nachfolger n’, der
wieder eine natiirliche Zahl und von n verschieden ist.
1 ist nicht Nachfolger.
4. Die Nachfolger m’ bzw. n’ zu verschiedenen natiirlichen Zah-
len m, n sind ebenfalls verschieden.
5. Eine Menge von natiirlichen Zahlen, die 1 und mit n stets
auch n’ enthilt, umfaft alle natiirlichen Zahlen.
In diese Axiome gehen, da Gleichheit als logische Identitdt zu

H
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verstehen ist, nur die Begriffe ,natiirliche Zahl”, ,Eins” und
~Nachfolger” als Grundbegriffe ein. Es bleibt also offen, was
eine natiirliche Zahl, insbesondere die , Eins” und ihr Nachfolger
Eins’, d. h. das ,,Andere”, die Zwei, ist. Ferner wird deutlich, daf
bei einem Axiom die Grundbegriffe das Primire, die Quelle des
Axioms, sind und dieses selbst nur als Feststellung einer Bezie-
hung zwischen den Begriffen anzusehen ist.

Was leistet dieses Axiomensystem, was leistet es nicht? Axiom 1
sichert die Existenz wenigstens einer natiirlichen Zahl, der Eins,
Axiom 2 die Existenz unendlich vieler natiirlicher Zahlen, nim-
lich der mittels der Nachfolgereigenschaft beliebig weit erzeug-
baren Zahlen. Axiom 3 schlieft aus, da die 1 sich in der Folge
dieser Zahlen wiederholt. Axiom 4 verhindert, daf sich die von
1 verschiedenen Zahlen wiederholen, sichert also, daR keine
periodische Folge entsteht. Axiom 5 schlieflich gewihrleistet,
daB bei Iteration aus der 1 wirklich alle natiirlichen Zahlen erfat
werden, daf es also auBer den mit dieser Methode erhaltenen
keine weiteren mehr gibt. Auflerdem lassen sich mittels der
Axiome die Begriffe Ordnung, Summe und Produkt definieren,
ferner alle ihre Eigenschaften ableiten. Damit 148t sich der ganze
genetische Aufbau des Zahlensystems bis zu den komplexen
Zahlen ohne Zuhilfenahme weiterer Axiome durchfithren.
Dagegen werden durch das Axiomensystem weder die natiir-
lichen Zahlen definiert noch gar ihre Seinsweise bestimmt — der
Begriff natiirliche Zahl gehért ja zu den Grundbegriffen. Ebenso
werden keine anderen Zeichen als die 1 und die Nachfolger 1’,
17, . . . festgelegt. Ob wir die Zahlen mit den sogenannten
arabischen oder mit rémischen Ziffern, mit tiirkischen oder Sans-
kritziffern, mit Buchstaben oder mit Hieroglyphen bezeichnen,
ist gleichgiiltig und unterliegt der Konvention. Die uns heute
geldufigen Ziffern haben sich, zugleich mit dem dezimalen Posi-
tionssystem, lediglich aus Griinden der leichteren Handhabung
eingebiirgert.

Ein Axiomensystem ist nicht eindeutig bestimmt. Aufer dem
von Dedekind-Peano gibt es fiir die natiirlichen Zahlen z. B. auch
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das von Erhard Schmidt und S. Kaczmarz, das neben der natiir-
lichen Zahl die Begriffe , Ordnung” (Kleinerrelation) und ,, Vor-
gianger” als Grundbegriffe enthilt. Bei Dedekind-Peano steht
fiir die Folge der natiirlichen Zahlen das Iterationsprinzip im
Vordergrund, die unbeschrinkte Erzeugbarkeit aller natiirlichen
Zahlen aus der 1, gesichert durch Axiom 5, das Axiom der voll-
stindigen Induktion. Bei Erh. Schmidt-Kaczmarz dagegen wird
als charakteristisches Merkmal die Wohlordnung der natiirlichen
Zahlen angesehen. Natiirlich sind beide Axiomensysteme qui-
valent, d. h. jedes von ihnen folgt aus dem anderen, ist mittels
des anderen beweisbar®). Das Axiomensystem von Erh.
Schmidt-Kaczmarz leistet daher dasselbe wie das von Dedekind-
Peano, insbesondere den genetischen Aufbau des gesamten Zah-
lensystems 1),

VIII

Die axiomatische Methode, die ich am Beispiel der natiirlichen
Zahlen exemplifiziert habe, 148t sich selbstverstindlich auch auf
andere Gebiete der Mathematik anwenden. Das ist z. B. fiir die
Mengenlehre durch Zermelo, Fraenkel u. a. geschehen. Thre Ab-
sicht war, die natiirlichen Zahlen mittels einer widerspruchs-
freien Mengenlehre zu begriinden. Ferner hat man den Bereich
der reellen Zahlen direkt axiomatisch gekennzeichnet, ohne fiir
ihn auf den genetischen Aufbau des Zahlensystems zuriickzu-
greifen. Darauf gehe ich aber nicht weiter ein, sondern wende
mich jetzt der konstruktiven Methode zu. Um ihr Ziel aufzuzei-
gen, erinnere ich an das Wesen der axiomatischen Methode:
Aussagen aus vorangestellten Grundannahmen logisch einwand-
frei zu deduzieren.

Die konstruktive Methode verdankt ihre Entstehung der Kritik
an der axiomatischen Methode. Th. Skolem konnte zeigen, dafl

) Vgl. H. Rohrbach, Das Axiomensystem von Erhard Schmidt, Math. Nachr. 4 (1950/51),
315321,

1) Vgl. G. Feigl-H. Rohrbach, Einfithrung in die hohere Mathematik, Berlin—Gottingen—
Heidelberg 1953, Kap. ¢g—11.
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kein Axiomensystem der Arithmetik kategorisch ist, d. h. genau
fiir die natiirlichen Zahlen gilt. Vielmehr trifft jedes arithme-
tische Axiomensystem noch fiir andere mathematische Objekte
zu. Ferner gelang K. Godel der Nachweis, daB es in jeder axio-
matisch aufgebauten mathematischen Theorie Sitze gibt, die
mit den Mitteln, die die Theorie zur Verfiigung stellt, prinzipiell
unentscheidbar, d. h. weder beweisbar noch widerlegbar sind.
Und zu solchen innerhalb der Theorie unentscheidbaren Sitzen
gehdrt insbesondere die Aussage, die Theorie sei widerspruchs-
freil H. Weyl hat diesen Sachverhalt intuitiv schon vorher er-
kannt, wenn er sagt!?), die Uberzeugung, da8 alle wahren Ur-
teile aus den Axiomen mittels logischer Schliisse herleitbar sind,
sei ein wissenschaftlicher Glaube. Anderenfalls wire die Mathe-
matik, prinzipiell gesprochen, trivialisiert. ,

So konzentrierte sich die Kritik an der axiomatischen Methode
auf ihr Programm der ,logisch einwandfreien Deduktion®, d. h.
auf die Logik. Man fragte: Was heift ,logisch einwandfrei”?
Um hier zu einer Antwort zu kommen, verzichtete man als erstes
auf jede inhaltliche Bedeutung der Grundbegriffe und Axiome.
Wihrend urspriinglich der Sinn der Grundbegriffe und die Rich-
tigkeit der Axiome als intuitiv gewif galten, kommt es nun zu rein
deduktiven Theorien, in denen die undefinierten Begriffe nichts
mehr bedeuten und die abgeleiteten Aussagen inhaltlose For-
meln sind. Der nichste Schritt ist der Verzicht auf die naiv zu
nennende klassische Logik zur Ableitung der Formeln. Damit
hat man eine ,Formalisierung” erreicht, bei der Aussagen nicht
mehr nach naiv-logisch evidenten, sondern nach willkiirlichen
Regeln abgeleitet werden, die jedoch explizit festgelegt und kon-
sequent befolgt werden miissen — wie Spielregeln bei einem
Brettspiel. So kommt man zu einem recht willkiirlichen Kalkiil,
bei dem ,Figuren” ohne Bedeutung aus bestimmten, in endlicher
Anzahl vorliegenden Grundfiguren, den ,, Atomen”, nach be-
stimmten Regeln zusammengesetzt werden. Die wirkliche, kon-

) H. Weyl, a.a. O 9), 5. 11.
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struktive Herstellbarkeit der zusammengesetzten Figuren ist das
Entscheidende.

Dieses willkiirliche Spielregelprinzip wird nun zu einem Kalkiil,
zum Beweis mathematischer Aussagen ausgebaut. Man legt
,Grundformeln” und ,Kalkiilregeln” geeignet fest, bildet mit-
tels der logischen Partikel wie ,nicht”, ,und”, ,oder”, ... sowie
Relationszeichen wie ,plus”, ,mal”, ,gleich”, ... und Variablen
X, X’, ... Aussagen und nennt eine solche Aussage logisch-wahr,
wenn sie aus endlich vielen Grundformeln nach endlich vielen
Kalkiilregeln hergestellt werden kann. Bei diesem Verfahren
wird also die Beweisbarkeit von Sitzen anhand ihrer formalen
Herleitbarkeit festgestellt.

Der nichste entscheidende Schritt der konstruktiven Methode
besteht nun darin, zwischen Objektsprache und Metasprache zu
unterscheiden. Die Objektsprache ist das Objekt der Meta-
sprache. Zum Beispiel ist in einer Grammatik des Lateinischen
fiir deutsche Schiiler das Latein die Objekt-, das Deutsche die
Metasprache; denn in dem Grammatikbuch wird in deutscher
Sprache iiber das Lateinische geredet. So hat man auch bei einem
mathematischen Beweis beide Sprachen zu unterscheiden: Die
Sprache, in der die zu beweisende Behauptung ausgesprochen
wird, von der Sprache der logischen Schliisse, mit denen diese
Behauptung auf ihr Zutreffen oder Nichtzutreffen untersucht
wird. Hierbei kann es geschehen, da8 die Metasprache selbst
wieder Objekt einer dariiberstehenden Sprache, einer Metameta-
sprache, wird. Jedenfalls hebt sich erst durch eine Formalisierung
des Beweisganges die Metasprache von der Objektsprache ab
und kann dann nach den Regeln des Kalkiils auf ihre Schliissig-
keit iiberpriift werden.

Damit zeichnet sich die Moglichkeit ab, eine axiomatisch auf-
gebaute mathematische Theorie mit den Mitteln der konstruk-
tiven Mathematik als widerspruchsfrei nachzuweisen. Genau
das ist die Aufgabe der konstruktiven Methode; diese Aufgabe
ist sinnvoll, weil die formal-logische Ableitbarkeit eines Wider-
spruchs aus einem Axiomensystem innerhalb der konstruktiven
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Mathematik definierbar ist. So hat sowohl die axiomatische wie
die konstruktive Methode ihren legalen Platz im Bereich der
Mathematik 13).

IX

Ich fasse zusammen! Am Anfang der abendlindischen Be-
mithungen um die Zahl steht Pythagoras und seine Schule. Sie
wagen die allgemeine These: Nur ein zahlenmiBig Bestimmtes
ist ein Seiendes. Fiir sie ist die Zahl das Wesen und der Anfang
aller Dinge: &oi3pdg ovoto xar &M mdviwy. Insbesondere hatten
die ersten zehn natiirlichen Zahlen fiir sie eine ausgezeichnete
Bedeutung, wohl weil mit ihnen (wir wiirden sagen: positions-
miflig) alle anderen (natiirlichen) Zahlen dargestellt werden
konnen. Der Pythagoreer Philolaos singt das Lob dieser Zahlen
in tiberschwenglicher Weise mit den Worten14): ,Man mu8 die
Werke und das Wesen der Zahl nach der Kraft beurteilen, die
in der Zehnzahl liegt. Denn sie ist groB, allvollendend, allwir-
kend und géttlichen und himmlischen sowie menschlichen Lebens
Anfang und Fiihrerin.”

Nach Platon gehoren die Zahlen — es sind in der Antike stets
die natiirlichen Zahlen gemeint — zu den Ideen, und es ist mog-
lich, daB auch er wie die Pythagoreer nur die ersten zehn Zahlen
als Ideen bezeichnet hat15). Der fundamentale Unterschied zwi-
schen beiden Auffassungen liegt aber, wie schon Aristoteles
festgestellt hat!%), darin, daf die Pythagoreer das Ansichsein
der Zahlen in der Welt sehen, wihrend Platon die Zahlen als
Ideen aus der Welt heraussetzt. Bei Platon begegnet uns bereits
die Frage nach dem theologischen Verstindnis der Zahl: Das
Sein der Zahl ist ein reines Sein, das mit dem Sein Gottes auf
das innigste zusammenhingt, und die Erkenntnis der Zahl fiihrt
daher zu Gott hin17).

) Vgl. P. Lorenzen, Metamathematik, Mannheim 1962, Einleitung und 8 5.

4) Philolgos, B. 11. Diels-Kranz, Die Fragmente der Vorsokratiker, Bd. 1, 6. Aufl.,
Berlin 1951, 5. 411.

%) Vgl. G. Martin, Klassische Ontologie der Zahl, Kéln 1956, 5. 22 ff.

18) Aristoteles, Metaphysik 1, 6: ¢87 b 28.
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Bei Augustin wird dieser theologische Ansatz Platons zu Ende
gedacht. In der Interpretation des mundus intelligibilis werden
die Ideen und damit auch die Zahlen endgiiltig zu Gedanken
Gottes®), Von hier aus ist fiir ihn ein formaler Gottesbeweis
mdglich: Das Sein des mundus intelligibilis und in ihm vor allem
das Sein der Zahlen ist ein so erhabenes Sein, dafl das Sein-Got-
tes dafiir eine notwendige Voraussetzung ist!8). Auch fiir Tho-
mas von Aquin hat die Zahl als Idee ihr Sein ausdriicklich und
ausschliellich im Denken Gottes.

Selbst der Zweifler Descartes meint1%): ,Omne quid verum est
esse aliquid” und betont wiederholt, daff daher die Gegenstinde
der Mathematik und die von ihnen geltenden Wahrheiten —
insbesondere also die Zahlen mit ihren Eigenschaften — eine
Realitdt besitzen, die iiber die Realitit der res extensa und der
res cogitans hinausgeht. Ihnen komme eine realitas objectiva zu.

Die Universalitit von Leibniz ist es, die in Zusammenfassung der
Bemiihungen von Antike und Mittelalter die Seinsbestimmung
der Zahl nach wissenschaftstheoretischen, mathematischen und
philosophischen Gesichtspunkten vollzieht. Hierbei geht es
Leibniz im wesentlichen um vier Problemkreise: Einmal um die
Frage der Widerspruchsfreiheit, wo er der These zuneigt, daf
das Merkmal der Widerspruchsfreiheit das der logischen Existenz
und damit das der mathematischen Existenz beinhaltet. Zum an-
deren um die Aussage, dafl die Zahlen nicht real, sondern ideal
sind, wobei man beachten muf3, daf fiir Leibniz im wesentlichen
nur die Monaden Realitit besitzen und Zahlen als Relationen
zwischen Monaden verstanden werden. Zum dritten geht es
Leibniz um eine Begriindung der Zahlen aus dem Denken Got-
tes. In ihm griinden alle Zahlen, die die moglichen Welten be-
stimmen und dadurch selbst méglich sind und die in der einen

17) Platon, Theaetet 176 B; Epinomis 988 B,

18) Augustinus, De diversis quaestionibus LXXXIII, q. 46, n. 2. ML 40, 30, Vgl. auch
I. Ritter, Mundus intelligibilis, Frankfurt 1937, Kap. 7 u. 4.

¥) R. Descartes, 5. Meditation, Wissenschaftl. Werke VIi, S. 65. Vgl. dazu Wissenschaftl.
Werke V, 5. 160.
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durch Gottes Schépfung wirklich gewordenen Welt wirklich ge-
worden sind. Zum vierten um die Anwendbarkeit der Zahlenund
ihrer Gesetze in der Natur und damit in der Physik 2?). Dieser
letzte Problemkreis ist es, der sich mit dem Sinn der Zahlen be-
faft. Fiir Kant gibt es die Zahl nur vom Standpunkt des Men-
schen, d. h. von der Vernunft aus??).

Eine weitergehende Differenzierung in der Auffassung des Zahl-
begriffs zeigt sich, als im 19. Jahrhundert der genetische Aufbau
des Zahlensystems vorliegt. Hier vertritt L. Kronecker den Stand-
punkt, daf die natiirlichen Zahlen von Gott geschaffen, alle an-
deren dagegen Menschenwerk sind. Fiir ihn ist der logische Vor-
rang der natiirlichen Zahlen auch ein seinsmifiger Vorrang. Fiir
K.Weierstraf3 zieht die logische Abhingigkeit, die infolge des ge-
netischen Aufbaus zwischen den verschiedenen Arten von Zah-
len besteht, keine Seinsabhingigkeit oder Seinsverschiedenheit
nach sich. Damit setzt er sich iiber einen alten Satz der Ontologie
hinweg, da ein A einem B seinsmifig vorausgeht, wenn A ohne
B sein kann, aber nicht B ohne A. Dedekind geht noch einen
Schritt weiter und erklirt alle Zahlen als Schépfungen des
menschlichen Geistes. Fiir ihn ist das Zihlen nichts anderes als
der sukzessive Ubergang von einem schon erschaffenen Indi-
viduum zu dem darauf folgenden neu zu erschaffenden 22). Die-
selben Unterschiede zeigen sich auch noch in diesem Jahrhundert:
H. Weyl®3) betont mit Kronecker die fundamentale Einzigkeit
der natiirlichen Zahlen. P. Natorp?t) versteht mit Kant und
Dedekind die Zahl vom Menschen her und begriindet die Arith-
metik auf der Logik. E. Husserl?5) schliet sich Weierstra an.
Es ist wohl erst H. Hasse?%), der explizit diesen gordischen Kno-
ten durchhaut, indem er feststellt: , Nach Kronecker hat sie —
die natiirlichen Zahlen — Gott geschaffen, nach Dedekind der

) Vgl. hierzu G. Martin, a. a. 0. ), 5, 85 #.

) G. Martin, a. a. O. ), S. g9.

**) R. Dedekind, Wissenschaftliche Werke III, 317; a. a. O.1), 17.

) H. Weyl, a. a. 0. 2).

*) P. Natorp, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 2. Aufl., Leipzig
1921, S. 279.

™) E. Husserl, Logische Untersuchungen, Bd. 1, 4. Aufl.,, Halle 1928, S. 251 £.
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menschliche Geist. Das ist je nach Weltanschauung ein unlés-
barer Widerspruch oder ein und dasselbe.” Damit will Hasse
sagen, daf fiir die Zahlentheorie die Frage nach dem Wie und
Woher der Zahlen gleichgiiltig ist. Es geniigt, daf sie da sind
und in ihren Relationen und Eigenschaften bekannt sind.

Eine philosophische oder theologische Begriindung der Seins-
weise der (natiirlichen) Zahlen geht iiber das mathematisch
Mégliche hinaus, und es liegt auch, wie bereits betont, keine
mathematische Notwendigkeit fiir eine solche Begriindung vor.
Wenn eine gewiinscht wird, so bevorzuge ich personlich die
theologische im Sinne von Augustin und Thomas von Aquin.
Doch ist dabei zweierlei zu beachten: Einmal setzt sie den Glau-
ben an den personalen, lebendigen Gott voraus. Zum anderen
darf es dariiber nicht zu anthropomorphen Mifideutungen kom-
men *7), die der Ehrfurcht vor der Heiligkeit Gottes ermangeln.

X

Wie ich bereits bemerkte, haben sich der Ansatz der Fragestellung
und damit auch die Unterschiede in den Auffassungen im
20. Jahrhundert auf die logische Begriindung der Zahlen ver-
lagert. Hier standen sich viele Jahrzehnte die axiomatische und
die konstruktive Methode in manchmal harten Auseinanderset-
zungen gegeniiber. Allmihlich beginnt man einzusehen, daf der
Streit iiberfliissig ist. Die Mathematik hat Raum fiir eine axio-
matische und fiir eine konstruktive Arithmetik. Sie stehen sach-
lich nicht im Widerspruch zueinander, und die Metamathematik
hat, wie ich kurz andeutete, viel zur Kldrung des gegenseitigen
Verhiltnisses beider Richtungen beigetragen.

Uber alledem bleibt die Frage nach dem Sein der Zahlen vom
heutigen Mathematiker unbeantwortet, weil sie keine Frage aus
dem Bereich der Mathematik ist und ebensowenig eine Frage

) H. Hasse, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, Betlin—Gﬁttingen—Heidelberg 1950, S. 1.
#) Vgl. etwa G. Martin, a. a. O. ), S. 50 und S. g9/100.
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der Metamathematik. Aber auch, wenn jemand bei der Suche
nach einer philosophischen Antwort siber den Bereich von Ma-
thematik und Metamathematik hinauszugehen bereit ist, sollte
er sich durch das gewandelte, auf einer Selbstkritik von Mathe-
matik und theoretischer Physik beruhende neue Denken fiihren
lassen. Vermutlich wird er dabei keine eindeutige Kennzeichnung
fiir das Wesen der Zahl finden, wie man sie bislang gesucht hat,
Wer erkennt, da die Zahl, als Strukturmerkmal iiber Mengen
verstanden, das ordnende Prinzip im Innersten der Materie zu
erfassen imstande ist, wird die Zahl nicht mehr nur statisch,
sondern zugleich dynamisch verstehen.

Ich bin iiberzeugt, daf ihr zwei komplementire Aspekte zuzu-
weisen sind. Sie ist einmal ein Zeichen, mit dem man nach be-
stimmten Regeln rechnen darf, und sie ist zum anderen ein Mit-
tel, eine Methode zur Erschliefung von Strukturen. Und sie
erweist sich als das eine oder das andere je nach dem Zusammen-
hang, in dem man ihr begegnet.

In dhnlicher Weise wire auch die Frage nach dem Tun des
Mathematikers zu beantworten. Es geht auch hier nicht um eine
Alternative, nimlich da8 er entweder nur die von ihm gefunde-
nen Wahrheiten aus sich selbst heraus hervorbringt oder nur das
erforscht, was immer schon da ist. Setzt man — was fiir das Be-
stehen der beiden Moglichkeiten offenbar erforderlich ist —
voraus, daf§ eine Wirklichkeit um uns real existiert, so muf die
Antwort dahin gegeben werden, daB sowohl das eine wie das
andere gilt. Der Mathematiker bringt zunichst die (relative)
Wahrheit der von ihm gefundenen Strukturen aus sich heraus
hervor, stellt dann aber bei der Begegnung mit der Wirklichkeit
fest, dal bzw. wie weit diese Strukturen als Modell fiir die
Wirklichkeit zutreffen. Insofern erkennt er, daf3 er nur erforscht
hat, was schon vorher da war. Der tiefste Grund hierfiir liegt
natiirlich darin verborgen, daf er selbst — als Mensch — den
Strukturen der Wirklichkeit angehort und somit sein Denken
eben dadurch bestimmt und geprigt ist.
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