Hochansehnliche Versammlung !

Commilitonen !

Nicht ohne Bedenken entnehme ich, einem akademi-
schen Brauche gemdéss, das Thema zu meiner heutigen
Antrittsrede meiner Fachwissenschaft, der Mathematik.
Mit vollem Rechte gilt ja die Mathematik fiir eine der
strengsten und schwierigsten Wissenschaften; von der
tiberwiegenden Mehrzahl dieser festlichen Versammlung
aber darf ich keineswegs annehmen, dass Sie seit lhrer
Schulzeit irgendwie mil mathematischen Studien sich
befasst haben. Gleichwohl erbitte ich mir fiir einen Ver-
gleich der synthetischen Geometrie des Alterthums mit
derjenigen der Neuzeit Ihre Aufmerksamkeit; denn meine

Fachwissenschaft steht mir viel zu hoch, als dass ich

geradé heute sie verleugnen konnte. Ich werde mich be-
mithen, den auffallenden Unterschied der antiken und der
modernen Geometrie ohne grossen gelehrten Apparat
Thnen darzulegen; firchten Sie also nicht, dass ich an-
dere als ganz elementare mathematische Kenntnisse hier
voraussetzen werde.
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Erst seit wenigen Jahrzehnien bat die neuere syn-
thetische Geomelrie sich zu gleichem Range mit der
antiken emporgehoben; die grossen Forscher, denen sie

" ihren reichen Inhalt und ihren ebenso einfachen wie
stolzen Aufbau vorzugsweise verdankt, wie Poncelet,
. Jacob Steiner, Mobius, Chasles, von Staudt, sie alle
waren unsere Zeitgenossen. Anderseits ragt die antike
Geometrie méchtig in die Gegenwart herein, und noch
heute werden die Elemente der Planimetrie und der Ste-
reometrie an den Gymnasien und Realschulen nicht viel
anders gelehrt, als wie sie durch die Schriften des Euklid
und des Archimedes uns iberliefert wurden. Die Forde-
rung einer Befruchtung und Neubelebung des geometri-
schen Schul-Unterrichtes durch Einfiihrung der neueren
Methoden macht sich immer h#ufiger und dringender
geltend ; deshalb dirfte ein Vergleich des é&lteren und
des jiingeren Zweiges der Wissenschaft nicht unzeitge-
miss sein. :

Wohl verdient es die Geometrie, dass Sie ihr diese
kurze Stunde schenken. Ist sie doch nédchst der Astro-
nomie! die erste und iltesle exacte Wissenschaft! denn
festbegriindet steht sie seit mehr als zwei Jahrtausenden
da als ein herrliches Denkmal hellenischen Geistes.
Manche humanistischen Wissenschaften, wie die klassische
Philologie, die Archiologie, die Wissenschaft des romi-
schen Rechts, schopfen aus dem Alterthume haupisich-
lich ihren Stoff, ihr reiches Material; als Wissenschaften
im heutigen Sinne gehoren sie wesentlich der Neuzeit an.
Die &ltere Geometire dagegen, und sie allein von allen
Wissenschaften, verdankt der antiken Well gerade ihren
wissenschaftlichen Ausbau und ihre streng logische Form;

! Ich denke hier nur an die Anfinge der Astronomie, welche zu

der Berechnung und Eintheilung des Jahres und zu der Aufstellung
des Kalenders gefiithrt haben. -
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ihre Grundlinien sind gegenwartig im Ganzen noch
so, wie die Griechen sie vorgezeichnet haben.' Unbe-
stritten ist die Geometrie eines der wichtigsten Mltte.l zur
geistigen Ausbildung der Jugend; dass lselbst die emz«zs
tigsten Philologen dieses nicht zu bestr.eluten wagen,
danken wir Mathematiker der Autoritat dejs Platoz.x,
iber dessen Horsaal nach alten Berichien die Inschrift
stand : Mndeig dyewpéTenTos eisito (Keiner trete ohne Kennt-
i trie herein ! :
- g;rdG(;a:::i welch’ emi)nent praktische Bedeu?ung hat
sugleich die Geometrie! Sie hat uns gelehrt, wie s'cho.x:
ihr Name besagt, das Land, die Erde auszumessen ; mli
ihrer Hiilfe bestimmen wir die scheinbaren und wirk-
lichen Bewegungen von Sonne, Mond und Planeten,' be-
rechnen wir die Grosse dieser Himmelsk'orper,- ermlttelrf
wir sogar die ungeheuren Entifernungen von lesternent,
ohne sie wird heutzutage kein grosseres Bauwerk ent-
worfen, keine Landsirasse oder Eisenbahn angelegt:,
keine Maschine construirt. Im Bunde mit der Astronomie
offenbart sie dem Schiffer auf weitem Ocean und fiem
Entdeckungsreisenden im Herzen Africas ode.r Au.strah;ms
die geographische Lénge und Breite und ze?,lgt 1hmft en
Weg zum Ziele. Kein Zweig der ‘Naturw%ssenscha en,
kein Gebiet der Technik kann die Geometrie 'entbehre'n,
und hiufiger als man denkt, sind ihre Anwendungen 1lm
iaglichen Leben. ‘ - .

Das erste Material fiir die spitere Geometrie stammt
unzweifelhaft aus Aegypten, dem Lande der uralten Py-
ramiden und der grossartigen Kanal- und Schleusen-
bauten.® Aber erst die Griechen haben, von Thale:e, u.nd
Pythagoras an, dieses Material allmahlich vervolls'tandlgt
und zu einer Wissenschaft ausgebildet. Ihnen allein ver-

1 Vgl. hieriiber das vortreffliche Buch Bre.attschneider’s, die Geo-
metrie und die Geometer vor Euklides, Leipzig 1870.
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danken wir die antike Geometrie; dagegen fehlt den
Romern - fiir die Mathematik berhaupt jegliches Ver-
stindniss und Interesse.

Die modernen Culturvdlker stehen demnach in der
synthetischen Geometrie, wie in so vielen Zweigen der
Kunst und Wissenschaft, durchaus auf den Schultern
der alten Griechen, und dennoch haben sie, voran die
Deutschen und Franzosen, in unserem Jahrhundert eine
von der antiken wesentlich verschiedene Geometrie ge-
schaffen. Worin besteht dieser Unterschied? Besteht er
etwa in dem grisseren Reichthume des Inhaltes der neue-
ren Geometrie? — Allerdings ist ihr Stoff in das Unbe-
grenzte gewachsen, wir besitzen gegenwdrtig Methoden,
um immer neue und wieder neue Flichen, Linien und
andere Raumgebilde hervorzubringen und ihre mannig-
faltigen Eigenschaflen zu unlersuchen, und die Ent-
deckung neuer Curven bietet nicht mehr, wie im Alter-
thume diejenige der Spirale, der Kegelschnitte, der
Quadratix, der Conchoide, ein besonderes Interesse.
Gleichwohl unterscheidet sich die neuere synthetische
(Geometrie von ihrer #lteren Schwester nicht so sehr
durch die grossere Fille des Inhaltes, als vielmehr
durch ihre allgemeineren Gesichtspunkte, durch die ihr
eigenthiimlichen Forschungsmethoden und durch das
hohere Ziel, das sie sich gesetzt hat. Die nahere
Erorterung dieses Unterschiedes bietet, wie ick glaube,
nicht nur fir den Mathematiker, sondern fiir jeden Gebil-
deten einiges Interesse. Suchen wir zundchst das Cha-
racterislische -der antiken Geometrie uns zu vergegen-
wirligen !

Die Grundlage der Geometrie und inshesondere des
geometrischen Unterrichtes bilden seit fast 22 Jahrhun-
derten die Elemente Euklid’s, des grossen Geometers von
Alexandrien ; ihr Inhalt ist uns allen von der Schulzeit
her im Wesentlichen bekannt. Auf wenige Definitionen und
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Grundsitze gestitzt baut sich in ihnen systematisch und
streng logisch die Raumwissenschaft auf, in einfachen,
wenn auch etwas starren Formen. D1z Sétze von der Con-
gruenz der Dreiecke, von den Parallelen, von der Gleich-
heit der Figuren, vom Kreise, von der Aehnlichkeit u.
s. w. folgen nebst einfachen Anwendungen so auf einander,
dass jeder Salz auf die vorhergehenden sich stitzt und
in ihnen seine Begriindung findet; der Schiiler bekommt
daher alsbald den Eindruck, eine wesentlich andere
Anordnung der Planimetrie und analog der Stereometrie
sei iberhaupt unmoglich. Dieser Eindruck wird noch
verstirkt durch den Umstand, dass alle Definilionen,
Lehrsitze und Aufgaben bei Euklid, wie tiberhaupt bei
den griechischen Mathematikern, als etwas von vorn
herein Gegebenes erscheinen; wie mau zu ihnen gelangt
ist, wird nirgends gesagt. Unvermitteit tritt jeder. ein-
zelne Lehrsatz auf ; regelméssig wird er sodann zweimal
wiederholt, zuerst mit Bezug auf die zugehorige Figur
und dann, nachdem sein slrenger, etwas pedantischer
Beweis gefiibrt. ist, nochmals mit dem Schlusse, dass er
also richtig sel.

Die Darstellung wird dadurch schwerfillig und unbe-
holfen. Nur zu leicht erscheint die Euklidische Geometrie
dem Schiller als abgeschlossen und in sich vollendet, keiner
Weilerbildung fihig, und sie ist in der That wenig an-
regend. Mit Recht sucht man diese Mingel in den-neueren
Lehrbitchern der Elemenlargeometrie moglichst zu ver-
meiden und insbesondere durch zahlreiche Constructions-
aufgaben die Jugend zu schopferischer Thitigkeit anzu-
regen. Aber noch heute gelten die Elemente Euklid's mit
gutem Grade als die worziiglichste Schule der Logik und
als bewundernswiirdiges Vorbild geometrischer Strenge.

Bald nach Euklid macht die antike Geometrie ihre
bedeutendsten Forlschritie durch Archimedes und Apollo-
nius. Wir erinnern nur an das bekannte Exhaustions-
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verfahren des Archimedes, an seine Berechnung d
Kugelzonen und Parabelabschnilte und an seine S ial .
sodann an die acht Kegelschnittbiicher des A c}:llon(im’
und seine Berithrungsprobleme fiir Kreise. Alzlch dl?s
F.orm der Darstellung wird, namentlich bei Archimed N
eine freiere, leichtere. Aber wie bei allen griechis hes,
'Mathematikern, so bleibt uns auch bei diesen sch‘('3 i?n
rischen Geistern ersten Ranges der Weg verborgen " e-f
welchem sie zu ihren ausserordentlichen Entdfclu; o
g.elangt sind. Sie verschweigen ihre leitenden GredanI;ggAen
sie verwischen nicht selten den inneren Zusamment -
1hrer. Sitze, sie reihen die Ergebnisse ihrer Forschurllang
an einander, nicht wie sie gefunden sind, sondern g'e'u
sie am leichtesten bewiesen werden kbnnen, und \?lle
Bestreben ist wesentlich nur darauf gericht;t d “1:
strenge Logik die Anerkennung ihrer Theoremp’ z g
zwingen. S
Freilich ist der Weg des Entdeckers, wie iiberall
sonst, SO auqh in der Mathematilk fast nie der einfachst
unq kiirzesle, und wer Anderen seine Enideckungen m’te
th'ellen will, pflegt heute so gul wie vor 2000 Jal?ren :lm -
nichsten Wege den Vorzug zu geben. Dabel aber le on
unsere heuligen Wissenschaften auf die Auébildun geg
U.eberlieferung fruchtharer Methoden der Forsfh .
V{elfach grosseren Werth als auf ihre einzelnen Elr uer;g
nisse, und gerade solche Methoden vermissen wir ingd "
Schriften des Alterthums nur zu sehr. .
- Die ge'ometrischen Probleme und Sétze der Griechen
b.emehe'n sich allemal auf bestimmte, oft recht compli
cx.rte Figuren. Nun konnen aber die Punkte und LinIi)er_l
einer solchen Figur héufig sehr verschiedene Lage
zu einander annehmen ; jeder dieser moglichen Fille wg' 3
alsde-tnn fiir sich besonders erdriert. Dagegen lassen i1r
heutigen Mathematiker ihre Figuren aus einander ent*t;e
hen, und sind gewohni, sie als verdnderlich zu betra?:h:
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ten: sie vereinigen SO die speciellen Falle und fassen sie
moglichsl zusammen anter Benutzung auch negativer und
imaginarer Grossen. Das Problem z. B., welches Apollo-
pius in seinen zwel Biichern de sectione rationis behan-
delt, 1ost man heutzutage durch eine einzige, allgemein
anwendbare Construction; Apollonius selber dagegen Zer-
legt es in mehr als 80 nur durch die Lage verschiedene
Fille. So opfert, wie Hermann Hanlkel treffend bemerkt,
die anlike Geometrie einer scheinbaren Einfachheit die
wahre, in der Einheit der Principien bestehende ; sie
erreicht eine trivisle sinnliche Anschaulichkeit auf
Kosten der Erkenniniss vom Zusammenhange geometri-
scher Gestalten in allem Wechsel und in aller Veriinder-
lichkeit ihrer sinnlich vorstellbaren Lage. .
Die Geometrie des Alterthums ist speciell, allgemeine
Principien und Forschungsmethoden fehlen ibr, und an das
Vorstellungsvermogen oder die Gabe der raumlichen An-
schauung stelll sie sehr geringe Anforderungen. Die neuere
synthetische Geomelrie dagegen sucht stets die Falle ihrer
Wahrheiten unter allgemeinen Gesichtspunkien zu verei-
nigen ; sie hat nichi, wie die Griechische, blose Beweis-
methoden ausgebildet, sondern auch Methoden der For-
schung, welche ihre Jinger in den Stand selzen, neue
Wahrheiten selbstindig zu entdecken ; sie stitzt sich end-
lich ganz wesentlich auf die Anschauung. )
Die moderne Geometrie ist keineswegs weniger streng
als die antike , sie legt vielmehr auf unumstossliche Be-
weise das gleiche Gewicht wie diese. Aber sie beschrankt
sich nicht wie die Griechische darauf, die Eigenschaflen
der Raumgebilde klar darzulegen und sicher zu begriinden,
sondern ihr eigentliches Ziel ist; den inneren Zusammen-
hang dieser Eigenschaften aufzudecken und, wie Jacob
Steiner im Titel seines Hauptwerkes sich ausdriickt, «die
Abhéngigkeit geometrischer Gestalten von einander sysle-
matisch zu entwickeln». Um Ihnen dieses hohere Ziel
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und die Wege, auf denen man es zu erreichen sucht,
deutlicher zu zeigen, will ich Ihnen einen niheren Ein-
blick in die neuere synthetische Geometrie zu verschaften
_suchen, und Sie insbesondere mit gewissen, elementar
darstellbaren Methoden derselben bekannt machen.

Die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln wurden seit

ihrer Entdeckung durch Menaechmus von den Alten stets
als Schnilte gerader oder schiefer Kreiskegel aufgefasst;
die Kegel selbst aber blieben ihren darauf beziiglichen
Untersuchungen fast génzlich fremd. Der riumlichen An-
schauung nur das Nothigste zumuthend, gingen namlich
die Griechen alsbald iiber zu der ausschliesslichen Betrach-
tung der Kegelschnitte in ihren Ebenen. Apollonius ins-
besondere leitet mittelst Proportionen am Kegel selbst
nur diejenigen Eigenschafien der ‘Ellipsen, Parabeln und
Hyperbeln ab, welche wir heute als die verallgemeinerten
Scheitelgleichungen dieser Curven bezeichnen?!; im Ue-
brigen stitzt sich seine Theorie der Kegelschnitte ledig-
lich auf diese Gleichungen. Erst unser 19. Jahrhundert
hat eine wichtige, auf die Anschauung sich griindende
Methode ausgebildet, durch welche eine Reihe fundamen-
taler Eigenschaften unmittelbar aus der Entstehungsart
der Kegelschnitte abgeleitet und vom Kreise auf sie und
die Kegel iibertragen werden konnen.

. Diese Methode der centralen Projection verdanken
wir vornehmlich einem Sohne unseres Reichslandes, dem
1788 in Metz geborenen Poncelet. Durch Monge, den
genialen Vervollkommner der descriptiven Geometrie, zu
geometrischen Forschungen neuer Art angeregt, fand Pon-
celet 1813 in der russischen Gefangenschaft die unfrei-
willige Musse, sie weiter zu verfolgen. Vielleicht war es
ein Glick fiir uns, dass er, von allen wissenschaftlichen
Hilfsmitteln entblosst, im fernen Saraloff auch dem un-

1 Apollonii conicorum lib. I, prop. X-XIV.
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mittelbaren Einflusse der antiken Geometrie entrickt war.
— Doch lassen Sie mich versuchen, seine « Methode des
Projicirens und Schneidens», wie sie jetzt gewohnlich
genannt wird, Thnen in Kirze darzulegen. ? . )

Wird irgend ein Gegenstand, etwa ein Gebaude,
von einem Punkte aus, den ich kurzweg -das Auge
nennen will, betrachtet, so wirft jeder sichtbare Punkt
des Gebiudes einen Strahl oder Schein in das Auge, den
sogenannten Projectionsstrahl. Der Schein des ganzen
(Jebiiudes setzt sich also aus vielen Strahlen zusammen,
von denen jeder einen oder mehr als einen Punkt vo¥n
Auge aus «projicirt». Liegt eine Anzahl von Pun'kt.en in
einer nicht durch das Auge gehenden geraden L}nle, so
liegen ihre Projectionsstrahlen alle in der Ebene, welche
die Gerade mil dem Auge verbindet; jede solche Gerade
wird also vom Auge aus durch eine Ebene projicirt.
Ebenso wird eine krumme Linie im Allgemeinen durch
eine conische Fliche projicirl, und insbesondere ein Kreis
durch einen Kreiskegel.

Den Schein eines Gebidudes, konnen wir nun durch
eine Ebene, etwa durch diejenige einer (3lasscheibe, auf-
fangen oder «schneiden», indem wir jeden Projec.tion.s-
strahl in einem Punkte und jede projicirende Ebene in
einer Geraden schneiden. Wir erhalten auf diese Weise
in der Ebene ein perspectivisches Bild, eine « Projection »
des Gebaudes; dieses Bild aber sendet offenbar denselbfan
Schein in das Auge wie das Gebdude selbst, unq ist
deshalb vorziiglich geeignet, wenn es in den richtigen
Linien und Farben ausgefithrt ist, uns eine Vorstellung
von letzterem zu verschaffen. Die Photographieen rdum-
licher Gegenstéinde sind im Wesentlichen solche perspec-
{ivische ebene Bilder derselben.

1 Poncelet stellt diese Methode an die Spitze seines 1822 ver-
offentlichten Traité des propriétés projectives des figures.




— 49

Die perspectivischen Ansichten der Architecten sind
ebenso wie die bekannten Vogel- und Froschperspectiven
nichts anderes als Centralprojectionen ; und alle in der
descriptiven Geomelrie iiblichen Projectionsarten, insbe-
sondere die Darstellungen von Gegenstinden durch Grund-
riss und Aufriss, sind in der Centralpro_}ectlon als Spe-
cialfdlle mit enthalten.

Wie man mitlelst dieser Methode durch blose riumli-
che Anschauung wichtige Satze finden und zugleich bewei-
sen kann, moge ein einfaches Beispiel zeigen. Parallele
Gerade werden vom Auge aus durch Ebenen projicirt, wel-
che sich alle in einer Geraden schneiden, nimlich in der
durch’s Auge gelegten Parallelen; von einer beliebigen
Ebene aber werden diese projicirenden Ebenen in Geraden
geschnitten, die alle durch einen Punki, die Spur jener
Schnittlinie, gehen. Folglich miissen in perspectivischen
Ansichten eines Gebéudes oder anderen Gegenstandes die
Bilder paralleler Kanten alle nach einem Punkte, dem
sog. Fluchtpunkte, zusammenlaufen, und nur in einem
leicht angebbaren, besonderen Falle sind sie ebenfalls
parallel. Wir haben damit beiliufig einen bekannten Haupt-
satz der Centralperspective aufgestellt und bewiesen.

Vor Allem aber lehrt uns die Methode des Projici-
rens und Schneidens, wie man aus einer Figur andere
ableiten und zugleich gewisse Kigenschaften der ersteren
Figur auf letztere fibertragen kann. So erhalten wir alle
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln unmittelbar als Central-
projectionen der Kreise, d. h. als ebene Schniltcurven
von Kreiskegeln. Und wenn beispielsweise vom Kreise
feststeht, dass die drei Hauptdiagonalen eines jeden ihm
umschriebenen Sechseckes sich in einem Punkte schnei-
den, so gilt dieser Satz ohne Weiteres auch von jedem

beliebigen Kegelschnitte. Damit ist dann eine fundamen-
tale Eigenschaft dieser so vielfach auftretenden Curven
durch jene Methode erwiesen.
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Die antike Geometrie beschaftigt sich fast ausschliess-
lich mit solchen Eigenschaften und Beziehungen der
Raumgebilde, in denen das Mass eine Rolle spielt. Ihre
Sitze handeln im Wesentlichen von der Congruenz,
Gleichheit oder Aehnlichkeit, vom Inhalte der Figuren,
von Proportionen geradliniger Strecken u. dgl. w.; nur
ganz vereinzelt finden sich bei den Griechen sog. pro-
jective Sitze, welche lediglich die gegenseitige Lage von
Punkten, Linien und Flichen, nicht aber Massverhiltnisse
derselben betreffen.

Die neuere Greomelrie nun hat gerade den vom Masse
unabhéngigen projectiven Eigenschaften der Raumgebilde
besondere Aufmerksamkeit zugewendet, indem sie die-
selben als die umfassenderen und wichtigeren erkanunte.
Sie wurde reich belohnt durch die Entdeckung des
fruchtbaren Princips der Dualitit, welches die eine Hilfte
dieser Eigenschaften unmillelbar auf die andere zuriick-
fithrt und dadurch ibr Studium ausserordentlich erleich-
tert. Durch dieses Princip wird nidmlich jedem nicht
metrischen Satze, welcher von Punkien im Raume han-
delt, ein anderer gegeniiber gestelll, der ihn gewisser-
massen erginzt, indem er von Ebenen die reciproken
Eigenschaften aussagt. Jeden dieser heiden Sétze kann
man aus dem anderen ableilen, indem man die Aus-
driicke Punkt und Ebene, Verbindungslinie zweier Punkle
und Schnittlinie zweier Ebenen, Projiciren aus Punkten
und Schneiden durch Ebenen, u. s. w. mit einander
vertauscht. Anerkanptermassen bielet die Geometrie
Nichts, was fiir den Anfénger anregender wire, ihn
mehr zum Selbstschaffen anspornte, als dieses Duali-
tats-Princip. Um Ihnen dasselbe zum Bewusstsein zu
bringen, brauche ich nur einige elementlare, direct
darauf hinweisende Silze einander gegeniiber zu stellen,
z. B.:




Zweli Punkie bestimmen
eine Gerade, namlich ihre
Verbindungslinie.

Eine Gerade und ein nichi
auf ihr liegender Punk!l be-
stimmen eine Ebene.

Drei Punkie, die nicht in
einer Geraden liegen, be-
stimmen eine Ebene.

Zwel Gerade, die einen
Punkt gemein haben, liegen
in einer Ebene.
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Zwei Ebenen besiimmen
eine Gerade, udmlich ihre
Schnittlinie.

Eine Geradeund eine nicht
durch sie gehende Ebene
bestimmen einen Punkt.

Drei Ebenen, die nicht
durch eine Gerade gehen,
bestimmen einen Punkt,

Zwel Gerade, die in einer
Ebene liegen, haben einen
Punkt gemein.

Zu diesen dualen Sédtzen ist jedoch zu bemerken, dass
ein Punkt, und ebenso eine gerade Linie, auch unendlich

weil wegriicken kann.

Wie im Raume der Punkt und die Ebene, so stehen
in der Ebene der Punkt und die Gerade einander dual
gegeniiber. Beispielsweise kann eine ebene Curve aufge-
fasst werden als stetige Aufeinanderfolge einerseils von
Punkten, anderseits von (sie einhiillenden) Geraden oder

Tangenten. :

Das Dualitdtsprincip ist in elemenlarer Weise zuerst
von Gergonne 1826 begriindet worden!; doch hatte
schon frither Poncelet nachgewiesen, dass zu jedem
Raumgebilde ein ihm dual gegeniiberstehendes existirt.
Die projectiven Eigenschaften des Gebildes konnen sofort,
ohne dass ein neuer Beweis erforderlich wire, auf dieses
ihm gewissermassen entgegengesetzle Gebilde reciprok
iiberiragen werden. So ist z. B. die vorhin erwihnte
fundamentale Eigenschaft der einem Kegelschnitte um-
schriebenen Sechsecke 1806 von Brianchon entdeckt und
bewiesen worden, indem er sie auf die schon 1639 von
Pascal entdeckte, duale Eigenschaft der eingeschriebenen

1 In Gergonne's Annales de mathématiques, T. XVIL
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Sechsecke zuriickfibrie. In dem Dualismus der neueren
Geometrie ist demnach eine fruchtbare, den Gne"chgn
unbekanonte Forschungsmethode enthalten;'duale rium-
liche Gestalien aber werden gerade durch ihren Gegen-
saiz in einen nahen, hochst-merkwiirdigen Zusammenhang
gebri;i};t. metrischen Relationen der .Raumgebilde ) 51.nd
{ibrigens von den Neueren durc.haus. mc-ht vernachlass;gt
worden ; vielmehr ist auch ihr Bereich in unserem Jahr-
hundert durch wichtige Resultate und neue 'Forschungs.-
methoden wesentlich erweitert worden. Far dle. Geometrie
der Kreise und Kugeln insbesondere' hat die Methode
der Inversion oder der reciproken Rac}len .g.rosse l?edeu(;
tung erlangt. Dieselbe wurde fast glelch.zemg 1833 }l)ln

1834 von Magnus und Plicker als «ein Eleues Ue V;q—
{ragungsprincip» bekannt gemacht, }11}(1 spiter von - 3.-
liam Thomson und VoD Moebius auf’'s .N‘eue entde.ckt, sie
yerdient wohl, dass wir noch kurz bei ihr verweilen.

Qpi ein fester Punkt, ein Centrum, gegeber.l; d_ann
mogen je zwel Punkte, die mit dem Centrum in einer
Geraden liegen, «inverse Punkte» genannt wer.den, wenn
das Produkt ihrer Abstinde vom Ce.nt.rum einen gege-
benen Werth hat.! Wenn von zwel inversen .Punkten
der eine dem Centrum sich nihert, so entfernt .smh' dem-
nach der andere vom Centrum; durchl.'a'mft der eine 1rgen.d
eine Curve oder Fliche, so beschreibt 'der ?ndere die
inverse Curve oder Fliche. Durch Inversion 'konnen also
aus einer Fliche oder Curve andere a?gelenet werden,
die mit ihr gewisse Eigenschaften gemein haben. y

Ohne Schwierigkeit lasst sich bewelse.an, dass' Kuge.n
und Kreise durch Inversion im Allgemeinen w1.eder 1{1
Kugeln und Kreise sich verwandeln; nur wenn sie durch

i i iti : tiv, je nachdem die beiden
Punlit:) ili:sdf::eigx S;;if; sz)tcgro?;f n:f:gegegxgesetzten Seiten des
Centrums liegen.
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das Centrum gehen, verwandeln sie sich in Ebenen und
Gfarade, letatere aber bilden mit einander dieselben Winke]
' wie sie. Daraus folgt, dass tberhaupt zwei Flichen oder
Linien sich in jhren gemeinschaftlichen Punkten unter
denselben Winkeln schneiden, wie die inversen Fliachen
oder Linien in den inversen Punkien. Durch Projection
aus dem Centrum werden also inverse Flichen so auf
el.nander abgebildet, dass ihre inversen kleinsten Theile
dieselben Winkel haben und folglich ghnlich sind. Wird

z. B. eine Kugelfliche aus einem ihrer Punkie auf eine

Ebene projicirt, die zur Berithrungsebene des Punktes
parallel ist, so erhdlt man von ihr ein in den kleinsten
Theilen #hnliches Bild; diese 80g. estereographische »
Projection der Kugel, welche tibrigens schon dem Astro-
nomen Plolemaeus bekannt war, wird deshalb in der
K.artographie héufig benuizt. — Doch lassen Sie mich
hier abbrechen; meine Absicht war ja, Thnen von der
Methode der Inversion, nicht aber von ihren zahlreichen
Anwendungen einen Begriff zu geben.

Hochal‘lsehnliche Versammlung!

Das Bestreben, Ihnen einen Einblick in die neuere
synthetische Geometrie zu verschaffen und so den Ver-
gleich derselben mit der antiken Geometrie bis zu einer
gewissen Stufe durchzufiihren, hat mich vielleicht hie
und da etwas schwer verstindlich gemacht. Denn auch
die elementarste Darstellung der Centralperspektive, des
Dualitétsprincipes oder der Inversions - Methode nimmt
das Vermodgen der riumlichen Anschauung in unge-
Wf)hnter Weise in Anspruch. Dieser Schwierigkeit haben
wir es vornehmlich zuzuschreiben, dass die Kenntniss
der neueren synthetischen Geometrie in Deutschland noch
wenig verbreitet ist, und dass gar manche Mathematiker,
besonders unter den alteren Gymnasiallehrern, nicht ein-
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mal mit ihren wichligeren Methoden sich verlraut gemacht
haben. Wer aber die Eigenschaften rdumlicher Gebilde
wirklich begreifen will, muss frither oder spiler die
Schwierilgkeit {iberwinden, sich dieselben auch ohne Ver-
sinnlichungsmittel rdumlich vorzustellen, er muss sein
Anschauungsvermogen iiben und krifligen. Die neuere
synthetische Geometrie ist offenbar als Bildungsmittel in
dieser Hinsicht der antiken weit iiberlegen.

Was bezweckt der geometrische, was iiberhaupt der
hohere Schulunterricht? Die Aufgabe der Schule ist, die
heranwachsende Jugend mit den Grundlagen unserer
Gesittung und Bildung vertraul zu machen, ihre Geistes-
krifte allseitig zu entwickeln und -auszubilden und sie
mit niitzlichen Kenntnissen und Fertigkeiten fur das
Leben auszuriisten. Dass die Kenntniss der neueren syn-
thetischen Geometrie von grossem Nutzen ist, dass ins-
besondere die heutigen Projectionsmethoden nichi allein
fiur Techniker und Naturforscher, sondern fiir jeden Ge-
bildeten von hohem Interesse sind, wird kein Kundiger
bestreiten. Dem geometrischen Unterrichte aber fallt vor
Allem die Aufgabe zu, das Vorstellungsvermogen, die
Gabe der rdumlichen Anschauung in den Schiilern zu
wecken und zu kriftigen, sowie ihren Verstand durch
logisches Denken und richtiges Schliessen zu itben und
zu schirfen. An den Figuren in der Ebene und an den
einfachen Gestalten der Prismen, Pyramiden, Kegel, Cy-
linder und Kugeln, auf welche der herkdmmliche geo-
metrische Unterricht unserer Gymnasien sich beschrinkt,
kann aber das Anschauungsvermdgen nur mangelhaft
sich ausbilden. Wie ganz anders wird es geiibt und fort-
wihrend in Anspruch genommen durch die Umwand-
lungsmethoden der neueren Geometrie, welche aus einem
Raumgebilde unzihlige andere entstehen lassen und zu-
gleich deren Eigenschaften uns offenbaren! Auf strenge
Logik, wir wiederholen es, legl die neuere synthetische
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Geomelrie denselben Werth wie die antike; sie ist aber
mannigfaltiger, anregender, anschaulicher als diese, ist
iberhaupt reicher an Bildungselementen als die meisten
ubrigen Zweige der Elementarmathematik.

Damit aber ist die Antwort auf die Frage gegeben
ob die neuere synthetische Geometrie in die hoheren
Schulen einzufithren ist oder nicht. Ihre Einfithrung ist
unabweislich; Bildungselemente, welche zu den besten
und fruchtbarslen der elementaren Mathemalik gehoren,
dirfen unserer Jugend nicht vorenthalten bleiben zu
Gunsten anderer minderwerthiger; durch Ausscheidung
der letzteren konnen sie nach meiner Ucberzeugung ohne
neue Belastung den Schiilern der oberen Classen zugdng-
lich gemacht werden. !

Lassen Sie mich schliessen mit den enthusiastischen
Worten eines frith verstorbenen Mathematikers,? der
selber kein Synthetiker war! :

«Euklid hatte einst seinem Konige Ptolemaeus, der,
«wie wir begreifen, das miihsame Studium der ««Ele-
‘«mente »» abschreckend fand, mit dem ganzen Stolze
«eines Gelehrten erwidert: ««Es giebt keinen Konigsweg
«zur Mathematik.»» Wir aber konnen hinzufigen: die
«neuere Geometrie ist dieser Koénigsweg, sie
«hat ««den Organismus aufgedeckt, durch welchen die
««verschiedenartigsten Erscheinungen in der Raumwelt
««mit einander verbunden sind»» [Steiner], und hat, wie
« wir ohne Uebertreibung sagen konnen, das Ideal einer
« Wissenschaft beinahe erreicht. »

1 Ich theile durchaus die Ansicht, welche mein Freund R.Sturm
noch als Gymnasiallehrer (in der Zeitschr. f. math. u. naturw, Unter-
richt, I, 8. 476) geltend gemacht hat, dass bei einem intensiveren,
geometrischen Unterrichte unzweifelhaft mehrere Kapitel der Algebra,

wie die hoheren Reihen, Kettenbriiche, diophantischen Gleichungen,
ohne Schaden aus dem Gymnasium ausscheiden kénnen.

2 Hankel, Die Entwickelung der Mathematik in den letzten Jahr-
hunderten. Ein Vortrag., Tibingen 1869.
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